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Résume

Ce travail est essentiellement centré sur l'estimation, du point de vue
de la théorie de décision, de la moyenne d’une distribution normale multi-
dimensionnelle. Sous une fonction de perte équilibrée, nous nous sommes
concentrés a l’étude de la minimaxité et la limites des rapports de risques
des estimateurs de type James-Stein et sa partie positive. A la fin du mé-
moire, on illustre les résultats théoriques par des représentations graphiques
des fonctions des risques des estimateurs considérés.

Mots clés : Loi normale mutidimensionnelle, Fonction de perte équili-

brée, Estimateur de type James-Stein.
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Introdution

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a l’estimation paramétrique de
la moyenne d’une loi normale multidimensionnelle par deux formes d’esti-
mateurs a rétrécisseur, de type James-Stein et sa partie positive. Ce travail

se présente en quatre chapitres, décrits successivement comme suit :

Le chapitre un est introductif, on présente un panorama général sur la
théorie des estimateurs paramétrique, vecteurs gaussiens, modele Statis-

tique, construction d’estimateurs, qualité d’un estimateur ect.

Dans le deuxieme chapitre, nous introduisons les estimateurs de type
James-Stein et sa partie positive. Sous des hypotheses de régularité nous

établissons la minimaxité.

Le troisieme chapitre constitue une suite du précédent ou on étudier la
limite des rapports de risque des éstimateurs a rétrécisseurs de type James-

Stein et la partie positive de James-Stein.

Le dernier chapitre sera consacré a 1’é¢tude de simulation. En premier
temps, nous représentons graphiquement les rapport de risques des estima-
teurs oy et 5}’5 par rapport a X. En second temps, nous donnons un tableau
contients les valeurs des rapport de risques des estimateurs 9;s et 6;5 par
rapport a X pour différentes valeurs de w et A.

Finalement, le mémoire s’acheve par une conclusion générale.
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1.1 Lois gaussiennes

Définition 1.1. Soit X une variable aléatoire réelle. On dit que X est I une
variable aléatoire gaussienne de parameétres (u,0%) avec y € R et 0 € R
(on note X ~ N(;4,0"2)) si et seulement si X vérifie une des deux conditions
suivantes :

e 0 >0 et X admet pour densité
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e 0 =0 et X est presque stirement égale a p.

Remarque 1.1. Dans le deuxiéme cas, on parle de lois gaussiennes dégéné-
rées et donc la variable aléatoire X n'admet pas de densité par rapport a la
mesure de Lebesgue.

Proposition 1.1. Une variable aléatoire X de loi N (4, 0?) a pour
e Espérance : E[X] = p.
e Variance : Var(X)=o2.

e Fonction caractéristique

t202

Px(t) =E(@X)=¢e 2, teR

Lorsque la moyenne y vaut 0, et I’écart-type vaut 1, la loi sera notée N(0,1)

L _i2
et sera appelée loi normale standard. Sa fonction caractéristique vaut e” 2.
Seule la loi N(0,1) est tabulée car les autres lois (c’esta- dire avec d’autres

parametres) se déduise de celle-ci a 'aide du théoréme suivant :

Théoreme 1.1. Si la variable aléatoire X suit une loi N (u, 0?),

X—p
o

alors Y :=

suit la loi N(0,1)

1.2 Vecteurs gaussiens

Définition 1.2. e Un vecteur aléatoire est un vecteur (Xy,...,X,,) com-
posé de n variables aléatoires définies sur le méme espace.
e Un vecteur aléatoire (X,...,X,) est dit L, resp. L?, si E[X;] < +co,
resp. [E[X?] < +oo, pour tout 1 <i <.
e La matrice de covariance d’un vecteur aléatoire X = (Xy,...,X,,) L?
est la matrice carrée symétrique, positive

¥ =(Cov(X;, Yj))lSi,jSH-

e L'espérance d’'un vecteur aléatoire X = (X;,...,X,) L! est le vecteur
des espérances de ses marginales

E(X) = (E(Xy),..., B(X,)).

9
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Définition 1.3. Un vecteur aléatoire X = (X;,..., X,,)’ est gaussien si et seule-
ment si toutes les combinaisons linéaires de ses coordonnées (a, X) = a; X; +

...+a,X, suit une loi gaussienne dans R (pour tout a = (ay,...,a,)" € R").

Proposition 1.2. Si ¢ est une application linéaire de IR” dans R” et si X est
un vecteur gaussien de dimension 7 alors 1(X) est aussi un vecteur gaussien

de dimension m.

Remarque 1.2. e Si X est un vecteur gaussien alors pour toute partie
{i,...,ip} de {1,...,n}, le vecteur (Xil,...,Xl-p) est gaussien.
e Un vecteur gaussien est nécessairement L puisque, par définition,

chacune de ses marginales X; est gaussienne donc L.

Théoréme 1.2. Un vecteur aléatoire X a valeurs dans IR" est un vecteur

gaussien si et seulement si X est L* et il admet pour fonction caractéristique
. . 1
(PX(u) — IE(eltX) — ezut,ue—jut):u, ueR"
avec y=E et ¥ = Var(X)

Proposition 1.3. Soit X ~ N, (¢, X) un vecteur gaussien de dimension #, de
moyenne p et de covariance X. Les variables aléatoires Xj,..., X, sont indé-
pendantes si et seulement si la matrice ¥ est diagonale.

Proposition 1.4. Soit X un vecteur gaussien écrit de la forme (Y,Z) avec
Y e RP et Z € RY. Les vecteurs Y et Z sont indépendants si et seulement si
la matrice de covariance de X est diagonale par blocs c’est a dire

( A 0, ]
0,p B
avec A une matrice de dimension p x p et B une matrice de dimension g x q.

Proposition 1.5. La densité d’un vecteur gaussien X ~ N, (y,X) non dégé-
néré (i.e detX # 0) est

_exp(=((x— ), 27 (x — p))/2)

fx() = (270)"dets) 12 , xERY

10
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1.3 Loidu x° (khi-deux)

Définition 1.4. Soit Zy,...,Z, une suite de variables aléatoires indépendantes
v

de méme loi N(0,1). Alors la variable aléatoire Z‘Zl2 suit une loi appelée
i=1
loi du Khi-deux a v degrés de liberté, notée )(3.

Proposition 1.6. e La densité de la loi du x2 est
f Z(X) — ;xv/z—le—x/Z x>0
Xy 2V/2T(v/2) ’
ou I est la fonction Gamma d’Euler définie par I'(r) = J x" e ¥dx
0

e Lespérance de la loi du x? est égale au nombre v de degrés de liberté

et sa variance est 2v.

e Sa fonction caractéristique est ¢,2(f) = (1 - 2it)™"?

e Pour v > 30, 4/2x% — V2v — 1 suit approximativement une loi N (0, 1).

1.4 Le moment d’ordre k

Deéfinition 1.5. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi )(12,. On appelle

moment d’ordre k la quantité

+00
E(xk) = j uk f(u)du
0
ou f(u) est la densité de X.

Proposition 1.7. Soit X une variable aléatoire qui suit la loi )(}2,. Alors

T(E+k
E(X*) = 2k 5 > )
['(5)
P P
D’apres la proposition précédente ]E()(g) = % =pet Var(xﬁ) = % =2p.
2 4

11
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1.5 Loi du khi-deux décentrée

Définition 1.6. Soit Xj,..., X, une suite de variables aléatoires indépen-
dantes suivent la loi N(Gi,af), i =1:v. Alors la variable aléatoire X =
14 2

X‘
Z(—l) suit la loi du Khi-deux décentrée, elle dépend de deux parametres:
c (oF}
i=1
v : est le nombre de degrés de liberté.

v 2
O
A : est le parameétre de décentrage, il est donné par A = E (—1) et on note
- (OF]
1=1
X~ x3(A).
Proposition 1.8. e La densité de la loi du x2(A) est

09 ~A/2 k
e *(A/2)
faox) = ZX;+2k 0 <7 0

k=0

e( 11—/\2t1t)

(1-2it)/?

e Sa fonction caractéristique est ¢, 2,)(f) =

Définition 1.7. Soit & une fonction mesurable et X ~ x2(1), on définit es-

pérance de h(X) par
+00 [ 400 “A/2 k
E(h(X)) = ZU h(x);(;+2kdxl # (1.1)
k=0 L0 '

ou )(;+2k est la loi de Khi-deux centrée a p + 2k degrés de liberté.

1.6 Estimation paramétrique

1.6.1 Modele Statistique

Définition 1.8. » Un échantillon d’une loi est une suite de v.a indépen-
dantes identiquement distribuées (i.i.d).

» Un modele statistique est la donnée de triplet (X, R, (Pg)geo) OoU : X est
I’espace de réalisations, A tribu sur X, Py = Px loi de X et © I'’ensemble des

paramétres 6.

12
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Exemple 1.1. Soit un échantillonnage de N(m,0?), c’est a dire une suites
Xy,..., X, devaiidavecVi, X; <> N(m,02%), ¥ =R", A = Ba, By = N(m,0?)
et 0 = (m,0%)€©® = RxR™.

Définition 1.9. Une statistique est une application T mesurable (v.a) de

(X, A) dans un espace mesurable (F, ).

T: (X,A) — (F,H)
(X1, X)) — T(Xp.. X,).

Définition 1.10. On appelle estimateur de 6, toute statistique T de (¥, A) a

valeurs dans ©O.

1.6.2 Construction d’estimateurs
Méthode des moments

C’est une méthode naturelle dans la mesure ou elle est intuitive. Sup-
posons que l'on doive estimer le paramétre 6, la méthode des moments
consiste a choisir comme estimateur 6,, la solution de I’équation obtenue

en égalant le moment théorique d’ordre k et le moment empirique d’ordre
k.
1 v ok
k = — .
E(X¥) =~ ;XZ
1=

1
Exemple 1.2. Soit X — G(1,0), donc E(X) = 7

+ pour k = 1 la méthode des moments nous donne E(X) = X,,, alors un esti-

mateur de O est

—_—

0, =

<)~

n

1 n
+ pour k = 2 la méthode des moments nous donne E(X?) = ;ZXIZ, or
i=1

+00 2
E(X?) = GJ x2e 0% dy = 02’ alors un estimateur de 6 est
0

— / 2

0,=,|——
1 2
n ?:1 Xi

13
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Méthode du maximum de vraisemblance

Définition 1.11. Soient X = Xj,...,X,, une suites de v.a i.i.d, on appelle

fonction de vraisemblance pour X la fonction définie par :

n
l_[P(Xi,Q) si les X; sont discretes
i=1

L(Xy,..., X, 0) =

n
]_[f(Xi, 0) si les X; sont continues
i=1

Définition 1.12. l'estimateur de 6 par la méthode du maximum de vrai-
semblance est la valeur 6, qui rend maximale la fonction de vraisemblance
L.

. . oo dL
Les conditions requises pour assurer cette maximisation sont 70 =0et

d’L
- < 0.

Il est par fois plus commode de maximiser le logarithme népérien de L

par rapport a 6 puisque cette fonction comporte souvent des puissances

nL_O ‘
io ¢

ou des formes exponentielles, les conditions deviennent alors

d?InL
112 <0.

InL est une fonction croissante et elle aura sa valeur maximum pour la

méme valeur de 6 qu’aurait la fonction L.

Remarque 1.3. L'estimateur du maximum de vraisemblance peut ne pas

exister.

Exemple 1.3. Si les X; sont de loi N(m,0?), la fonction de vraisemblance

est :
n n 2
1S 1 L riXi-mp?
L(Xl,...,X ,m,(72): (X"m’O.Z): e 202 = e 202 =i=1\
" I:l[f 1 ]l:l[ oV21 (oV2m)"
D’ou

n

1
InL(Xy,..., X, m,o2) = —glnaz - gln2n 27 (X; —m)?

14
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On doit annuler les dérivées partielles de ce logarithme par rapport a m et

0%.0n a
d 5 1 <& 1 n
%lnL(Xll'-';an m,o ) = _ZT._Z L _Z(Xi _m) = p ;—1 Xi —nmjp,

qui s’annule pour

0 2 n 1 2
SZSINL(X e X 1,0%) = =5 FZ(Xi —m)?,

qui s’annule pour

1.6.3 Qualité d’un estimateur
Biais d’un estimateur

Définition 1.13. Le biais d’un estimateur est la quantité
bo(T) =Eo(T) -0

ou Ey espérance par rapport a Py.
+Si bg(T)=0, T est dit estimateur sans biais.
+S1bg(T) =0, T est dit estimateur biaisé.

Définition 1.14. Un estimateur T(X) = (T,,(X)),en de 0, ou T, (X) est inté-
grable pour tout #n, est dit asymptotiquement sans biais si E(T,(X)) — 6 tend
vers 0 lorsque n tend vers 'infini et ce pour tout 6 dans ©.

Propriétés 1.1. » La moyenne empirique X, est un estimateur sans biais

pour m, en effet
1

_ 1 &
E(Xn):;ZE(Xi):Enm m
i=1

15
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2

+ La variance empirique S? est un estimateur biaisé pour o mais il est

asymptotiquement sans biais, en effet

E(S2) = E(X?) - E(X.)

= V(X)+E(X)>-V(X,) - E(X,)?
n-—1

= V(X
—V(X)

_n-1, 2

T q 0 —n-s000
En revanche, on voit que E(—lsg) S 1E(Sf) = 02, On pose donc

— n_
1 v -
Sz_n—l (Xz_Xn)z

i=1
Par conséquent S? (appelée variance estimée) est un estimateur sans biais

pour o2,

Estimateur convergent

Définition 1.15. Un estimateur T est dit convergent si E(T) tend vers 6
lorsque n tend vers I'infini. Il sera dit consistant si T converge en probabilité

vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

Théoreme 1.3. Si T est convergent et de variance tendant vers 0 lorsque n

tend vers l'infini alors T est consistant.

SiT et 0 sont dans R, la définition de la convergence de 1’estimateur signifie
que l'on a, pour tout € >0 :

P(IT-6]>¢) =0,

quand n — +oo.

= 1
Exemple 1.4. Siles X; sont de loi B(0) alors I'estimateur X,, = — ZXi converge
n

i=1
en probabilité vers 0 lorsque n tend vers l'infini. En effet, soit € > 0

n

Var(X,,) 11
T = z;@(l —9) —n—+00 0

On peut considérer d’autres types de convergence, comme la convergence

p(IX, —61>€) <

p.s. ou la convergence dans L?, pour p fixé. Dans ces cas, on dira respective-

ment que l'estimateur est fortement consistant ou LP-consistant.

16
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Risque d’un estimateur

On se donne en premier lieu un critéere mesurant et pénalisant 1’écart

entre l'estimateur 6 et la vraie valeur 6. On parle de fonction de cott.

Définition 1.16. On appelle fonction de cotit (ou de perte) toute fonction L
mesurable de © x © dans R".

L: ©x0 — R*
(5,0) — L(5,0).

Quelques fonctions de cotlt classiques sont :

1- La fonction de cout valeur absolue : L(5,0) = |0 — 0|
2— La fonction de cotit quadratique : L(6,60) = (6 — 0)?
Le role de chaque fonction de cott est :

» de mesurer la qualité de l’estimation,

» d’aboutir a une solution en minimisant la fonction de cott.

Définition 1.17. On appelle risque d’un estimateur ¢ de 6 associé a la fonc-
tion de colt L, la fonction R de © vers R" définie par

R(6,60) = E(L(9,0)),
pour tout 6 de O, sous réserve que cette espérance existe.

Remarque 1.4. Quand la fonction de cott est quadratique on parle de risque

quadratique.

Proposition 1.9. Soit T un estimateur de 0, si la fonction de cott L(0, 0) est
quadratique on a :
R(T,0) = Vy(T) + b3(T)

Remarque 1.5. Entre deux estimateurs sans biais, le "meilleur" sera celui

dont la variance est minimale (on parle d’efficacité).
Exemple 1.5. Soient X; et X, deux variables aléatoires i.i.d de moyenne 6
et de variance 0. Soient & et 8, deux estimateurs non biasés de 6 telle que:

X1+X2
2

_ aXl +bX2
B +b

01 = et 0, ouabelR

17
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Var(o,)—Var(d,) = Var(m)—\/ar(m)
) 2c1+l7
= %Var(Xﬁer)—%Var(Xl)
1 a?+b%\ ,
i (5‘<a+b>2)“
(a+b)?-2a%-2b%\ ,
( 2(a+b)? )

Comme 2(a+b)* >0 et (a+b)* —2a* - 2b> = —(a—b)* < 0, alors
Var(61) < Var(6,).
Donc 6; est meilleur que 9.

Définition 1.18. Soient 9, et 0, deux estimateurs de 6. On dit que 9; est

préférable (domine) a 6, sil'ona:
R(61,0) < R(6,,0)
pour tout 6 de O et avec une inégalité stricte pour au moins un 6 de ©.

Définition 1.19. Un estimateur T de 6 est dit admissible s’il n’existe pas
d’estimateur de 6 qui lui soit préférable.

Définition 1.20. Un estimateur T,, de O est appelé minimax s’il atteint le
plus petit risque maximum pour tout autre estimateurs T, ce qui signifie
qu’il satisfait

supgeoR(Ty, 0) = infrepsupoee R(T, 0)
avec D ={T/ T estimateur de 60}

Information de Fisher

Au vu d’un échantillon X = (Xy,...,X,,) on peut obtenir une certain in-
formation sur le parametre 6, il s’agit de contifier cette information et de

montrer qu’il a un intérét pour les statistiques.

18
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Définition 1.21. L'information de Fisher (Ix(6)) apporté par X sur le para-

metre O est définie par :

a 2
Ix(0) = E((%lnux,e))

On peut établir une autre écriture de 'information de Fisher.

Proposition 1.10. L'information de Fisher est aussi égale a

82
Ix(0) = —E(a—ezlnL(X,Q)).

Proposition 1.11. Soit T une statistique de 6. Alors

I7(x)(0) < Ix(6)

» Cas vectoriel 6 = (0y,...0,)

On définit L'information de Fisher par la matrice suivantes

Ix(0) = (I;,(0))

i,j=1,..,p

ou
32
IZ'](Q) =-F (WIWL(X, 6))

Borne de Cramer-Rao

Le resultat suivant affirme l’existence d’une borne inférieure pour la va-
riance de n'importe quel estimateure. Dans la suite on supposera les hypo-
theses suivantes.

H; :Le domaine des réalisation de X = (Xj,..., X,,) ne dépent pas de 0.

H, :Ladensité de X est 2 fois dérivable par rapport a 6.

Hj : On peut dériver par rapport a 6 sous le signe d’integrale.

Théoreme 1.4. Soit T un estimateur sans biais de 6. Alors sous les hypo-
théses Hy, H, et Hz, on a :
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La borne est la borne de Cramer-Rao

Ix(0)
Définition 1.22. (Estimateur efficace) Un estimateur sans biais T est dit

efficace s’il atteint la borne de Cramer-Rao, c’est-a-dire si

Var(T) =

Ix(0)
I1 est dit asymptotiquement efficace si

1
li -
Hhnteo T (0)Var(T)

1.6.4 Ameélioration d’estimateurs
Statistique exhaustive

Il s’agie de construire une statistique T(X) a partir d’un échantillon X =
(X1,...,X,;) qui vont nous renseigner sur le parametre 6, sans entrainer de

perte d’information.

Deéfinition 1.23. Soit (X, A, (Py)geo) un modele paramétrique et X = (Xq,..., X}))
un échantillon dans ce modele. Une statistique T(X) est dite exhaustive
pour le parametre O si la loi de X conditionnelle a T(X) est indépendante
du parametre 6.

Le calcul de la loi conditionnelle n’étant pas toujours facile, on utilisera
souvent le théoréme suivant qui donne un moyen plus aisé pour prouver
I’exhaustivité d’une statistique.

Théoreme 1.5. Soit (¥, R, (Py)geo) un modele paramétrique et X = (Xy,..., X,,) ~
f(X,0) un échantillon dans ce modele. Une statistique T(X) est exhaustive
si, et seulement si, la densité f(X,0) s’ecrit :

f(X,0) =g(X)W(T(X),0)

ou g et h sont des fonction mesurable et positive.

20
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n
Exemple 1.6. soit X = (X4,...,X,,)~ f(X,0) = l_[f(XZ-,G) ouVvVi=1:n,
i=1

1
X; ~Ujo,9) and f(X;,0) = =T )(x), on a

o}
n 1 n
f(X,6>=]:[f<Xi,6> = g [Toox)
1 5

= on To<x,<6)

i=1

= I_[ Tix;>0) % I_[ Lix;<0)

i=1 i=1
1
= Niinfxi20) g lisupixi<o)

= S(X)WT(X),0).

n
= gnl [Twizo) ]_[H{x,-zm
i=1
n

Donc la statistique T(Xj,...,X,,) = sup;<;<,X; est une statistique exhaustive
pour 0.

La statistique T(X) = X est toujours une statistique exhaustive. Mais elle
n’est pas d’un grand intérét et ne réduit absolument pas l'information. Il ne
s’agit donc pas seulement de trouver une statistique exhaustive mais plu-
tot de trouver parmi les statistiques exhaustives celle(s) qui réduit(sent) au
maximum l'information. En d’autres termes, le probléme est de trouver une

statistique exhaustive qui soit minimale.

Définition 1.24. On dit qu’une statistique exhaustive est minimale, si elle

est une fonction mesurable de toutes les autres statistiques exhaustives.

Autrement dit, la statistique T est minimale si pour toute statistique ex-
haustive S il existe une fonction h telle que T = h(S).

Théoreme 1.6. (Théoréme de Rao-Blackwell) Soit (X, R, (Py)gece) un mo-
dele paramétrique et X = (Xy,...,X,) un échantillon dans ce modele. Soit
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T(X) un estimateur de 6 de carré intégrable. Si le modéle posséde une statis-
tique exhaustive S(X) pour le parameétre 0, alors I'estimateur Eg(T(X)|S(X))

de O a un risque quadratique inférieur a T(X), c’est a dire que I'on a :
R(Eo(T(X)IS(X)),0) < R(T(X),0),

pour tout O dans ©. De plus cette inégalité est stricte pour au moins un 6 de
0, i.e. Eg(T(X)|S(X)) est préférable a T(X), sauf si T(X) est sans biais et une
fonction de la statistique exhaustive S(X). Si T(X) est un estimateur sans
biais de 0 alors Eg¢(T (X)|S(X)) est également sans biais pour O et I’inégalité

sur les risques quadratiques se traduit également sur les variances.

Le théoreme précédent nous permet déja d’améliorer la qualité d’un esti-
mateur. Mais il ne nous assure pas de tomber sur un estimateur optimal.
L'obtention directe d’'un estimateur optimal sera possible grace au Théo-
reme de Lehmann-Scheffé donné ci-dessous. Mais il nous faut auparavant

introduire la notion de statistique complete qu’il utilise.

Statistique complete

Définition 1.25. Soit (X, R, (Py)geo) un modeéle paramétrique et X = (Xy,..., X},)
un échantillon dans ce modele. Une statistique T(X) est dite complete (ou

totale) si toute fonction borélienne ¢ vérifiant
Eolp(T(X))| <+o0 et Eg(g(T(X))) =0
pour tout 6 de O est nécessairement telle que
p(T(X))=0, Pp—p.s.
pour tout 6 de ©
Théoreme 1.7. Toute statistique exhaustive et compléte est minimale.

Théoréme 1.8. (Théoréme de Lehmann-Scheffé) Soit (X, R, (Pg)gco) un mo-
dele paramétrique et X = (Xy,...,X,) un échantillon dans ce modele. Soit
T(X) un estimateur de 0 de carré intégrable et S(X) une statistique ex-
haustive et compléte de 6. Alors l'estimateur amélioré de Rao-Blackwell

Eg(T(X)|S(X)) est optimal dans la classe des estimateurs sans biais de 6.
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Cas des familles exponentielles

Définition 1.26. Soit (X, R, (Py)geo) un modeéle paramétrique et X = (Xy,..., X},)
un échantillon dans ce modele. La famille des loi (Py)gee est dit famille ex-
ponentielle si Py admet une densité f(x,0) et f(x,0) admet la représentation
suivante :

f(x,0)=expla(x)a(0)+b(x)+B(O)] xR

n

]L[f(x,.,e) = exp ia(xi)a(6)+Zb(xi)+nﬁ(6) xeR"
i=1 1

i: 1:1

oua, b, a et § sont des fonction mesurables.
Exemple 1.7. Soit X ~ pg = b(m,0), i.e:
po(k)=p(X =k) = C,,0"(1-0)"".

on a

Inp(X = k) In(Cy0%(1-0)"F)

lnc,’;+kln(1 66)+mln(1—6).

6
Donc (b(m, 9))96[0’1] est une famille exponentielle avec a(k) = k, a(6) = ln( ),

1-6
b(k) = InCk et B(6) = mIn(1-0).

Théoreme 1.9. (Théoréme de Darmois-Koopmans) Soit (X, A, (Py)geo) un
modéle paramétrique dont le domaine des valeurs ne dépend pas de O et
X = (Xy,...,X,,) un échantillon dans ce modéle. Alors : il existe une statis-

tique exhaustive de 0 si et seulement si la famille (Py)gce est exponentielle.
n

De plus T(X) = Za(Xl-) est la statistique exhaustive.
i=1

Exemple 1.8. Soit X ~ pg = b(m,0), i.e:

po(k) = p(X = k)= Ckok1 -y

n
onaT(X)= in est une statistique exhaustive de 6.
i=1
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2.1 Preliminaires

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale multidimentionelle

X 2
N, (0, GZIP), avec 6 € R, alors u ~ )(f,()\) ou )(12,(/\) désigne la distribution
de khi-deux décentré a p degrée de liberté et de parametre de décentrage
e . , , . .
= —— - Dans la suite nous rappelons également les résultats suivants qui

sont utiles dans notre preuves.

Définition 2.1. Soit U ~ )(f, (1) désigne la distribution de khi-deux décentré

a p degrée de liberté et de parametre de décentrage A. La fonction de densité
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de U est donnée par

f(x)

B i o3 (%)k (P/2)+k=1 p=x/2
= ) 2)+k
— k! ré+ k)2(p/2)+
o _A
_ e (%)k 2 0
= kZ i Xp+2k’ <Xx < +o00.
~0

ou )(;+2k est la loi du x? a p + 2k degrée de liberté.

De cette définition on déduit que si U ~ )(; (A), alors pour toute fonction

g:R, —R, )(f, (A) intégrable on a

E[g(U)]

LA
ouP(E,dk)

A

désigne la distribution de Poisson de parametre )

Lemme 2.1. Soit X ~ Np((?,azlp) , alors pourp>3ona:

d

. el
K~
ou 73( >

est la
o2 )

Démonstration

5(g)

+
8

1

U

T
[}

+
8

™1

e
Il
o

+
8

e
1l
o

1 1 1
— = SE|———= 2.1
IIXIIZ) o2 (P—2+2K) .
[} 2
loi de Poisson du parametre 161 .
202

:On pose U = 1X||%. 11 est clair que U ~ )(g(/\ = |16||?), alors :

[ +00 k
1, A
J; EXP”kduleXp(_/\)F
p+2k
(37 (™1 -1 gk AR
p+2k)L S exp(—-u)u 7 duexp(-A) -

;\k
H.

=1 p2
exp(Tu)u 2

+00
MJ;

2du]exp(/\)
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1
Posons t = Eu S 2t=uetdu=2dt alorsona:

Lemme 2.2.

(3)°

p+2k

too p+2k_2
j exp(—t)(2t) = ~“2dt|exp(—A)—
0

(Stein[7]) Si Y ~ N(0,1), alors pour toute fonction dérivable h,

telle que |IE(h'(Y))| < oo alors :

E[Yh(Y)] = E[r'(Y)]

Démonstration : On pose

1 1,

fr(v) = ZCXP(—E}? )
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la densité de la loi normale centrée réduite, et par dérivation on trouve

fr(®) =-vfy(y) Alors

E[r'(Y)]

f_ W @)f ()dy

= - Lm h(y) (J:oo —zf(z)dz) dy + J_: h' () (J:io —zf(z)dz)dy
_ :mh’m(fm Zf(Z)dZ)dy - f_lh'(y)(f_: zf(z)dz)dy

(+0oo

z 0 0
= Js zf(z)(J; h (y)dy)dz—J:oozf(z)(J; h (y)dy)dz (d’aprés Fubini)

(+00

0
= zf(z)[h(z)—h(O)]dZ+J zf (2)[h(z) - h(0)]dz
0+oo 0 -
_ ( [T+ ){Zf(Z)[h(Z)—h(O)]}dZ
0 —00
= [ zh(z)f(z)dz—h(())f zf(z)dz
- 77 ) f2)dz - HOEY)

J—c0
(00

= zh(z)f (z)dz (carE(Y) = 0).

J =00

C

D’ou
E(h'(Y)) = E(Yh(Y)).

Corollaire 2.1. Si X un ~ N(v,0?), alors pour toute fonction dérivable f,
telle que |E(f'(X))| <o on a:

B[(F2) 0] = B0

o

X-v

Démonstration : On pose Y = , alors Y ~ N(0,1), et donc d’aprés le
o

27
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lemme 2.2 on trouve

(X))

o

E(Yf(aY +v))

= IE(% (0Y+v))

= E(f'(eY +v)) = E(f'(X)).
|

Maintenant, soit X ~ N, (6, 02Ip) ol o2 est inconnu et estimé par S%(§% ~
02 x2). Soit la fonction de perte définie par : pour tout estimateur 6 de 6 :

Lo(0,0) = wlld = Soll> + (1~ w)llo - 0|, (2.2)

ou 0 <w <1 etdyestle EM.V X. Nous associons a cette fonction de perte

la fonction de risque définie par

Ry(0,0) = E(L,(6,0)). (2.3)
Dans ce modéle, il est clair que la fonction de risque de &, = X est (1-w)a>p.
En effet, R,(X,0) = wE(|IX - X|I*) + (1 - w)E(|IX = 6]1), ot X ~ N,(6,0°1,),
IX -6l

o2

-0 . o
alors ~ N,(0,1,), ainsi ~ )(5. Ainsi, E(||X - 0])?) = lE(az)(}%) =
a’p.

Il est bien connu que 6, est minimax et inadmissible pour p > 3, ainsi tout

estimateur dominant o, serait lui aussi minimax.

2.2 Estimateur de James-Stein

On considére l'estimateur

S? S?
S=1-a—=|X=X-a—=>X, (2.4)
! ( ||X||2) 12

ou la constante réelle positive a peut dépendre de p.
Proposition 2.1. Sous la fonction de perte L, le risque de l'estimateur 9,

donné en (2.4) est

Ro(84,0) = (1~ w)po?® +[a* + 0n(n +2) = 2a(1 ~w)o>n(p - Z)NE(p—zﬁ)’
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2] 2
ou K ~P (”2—”) est la loi de Poisson du parametre

o1
o2 2

20

Démonstration: On a :
R,(04,0) = wE(16, - XII*) + (1 — @) E(|l5, - O1I).

De l'indépendance entre les variables aléatoires S2 et ||X||> , on obtient

SZ
E(l6, - X|I*) = IE(II—a X||2)
{160 =1 X
- aZIE(SZ)lE( 12)
[1X>]]
1
= B(l6, - XII*) = a21E<(02x,%)2>1E(”X2”)
= a’c*n(n+2)E _
p—2+2K/
[} 2 2
ou K ~P o1 est la loi de Poisson du parametre | et la dernier égalité
202 202
selon la formule (2.1) et le fait que IE((xﬁ)z) = n(n+ 2). Maintenant,
2 s 2
E(lo,~61) = E(Ix -a5 X -olF|

E(|X - 0]%) + aZIE(Sz)ZIE( ! )

Comme
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obtient
p
1 d 1
E[((X-60,—=X)| = El— v
[< IXTP >] s
p -
-y e[ - 2;
L IR Tl
1
=(p-2)E(—>
-2
1
=(p-2)E|————=
P=2) ( p—2+2K)
2 2
ou K ~P 161 est la loi de Poisson du parametre | et la dernier égalité
20° 20°

vient de la formule (2.1). Ainsi

_ 2.2 1
R,(0,,0) = 0n(n+2)1E(p_2+2K

+(1 - w) lpaz +a’a’n(n+ Z)E(ﬁ)l

2
~2a(1 - w)o*n(p - 2)1E(m)

= (1 - w)po? +[a*o?n(n+2)-2a(l —w)o*n(p - 2)]E(m)'

En utilisant la proposition 2.1, nous remarquons que sous la fonction de
perte équilibrée L, une condition suffisante pour que 6, domine le EM.V

X, est

a>0 et an+2)-2(1-w)(p-2)<0,

ce qui équivaut a




2.3. LA PARTIE POSITIVE DE L'ESTIMATEUR DEJABIESISHENfATIERES

A partir de la proposition 2.1 et de la convexité de la fonction de risque
R, (0,,0) par rapport a a4, on peut montrer facilement que la valeur optimale

de a qui minimise la fonction de risque R,,(9,,0) est
_(1-w)(p-2)
n+2 '
Pour a = «, on obtient I’estimateur de James-Stein

S S? B (1-w)(p-2) S?
015—6 (1 OCW)X (1— Nt ||X||2)X (26)

Il découle de la proposition 2.1 que la fonction de risque de 9;5 est donnée
par

Ry(8y5,6) = (1-w)po® ~ (1 - wP(p ~ 2/

. P(||9||2)

2072

D’apres la formule (2.7), il est claire que R, (95s,0) <

R, (X,0), alors L'esti-

mateur de James-Stein 6;5 domine le E.M.V X, donc il est minimax.

2.3 La partie positive de ’estimateur de James-

Stein

On considere la partie positive de l’estimateur de James-Stein défini par :

oF —(1—as—2)+X—(1—a5—2)X]I (2.8)
IS X112 1112 ||X||2 st '
2\t 2
ou (1 - a”}iw) = max(O,l -« ”}S(”z ) Nous rappelons que
S2\ S?
O c=|1l-a—=| X=(1- X1 , 2.9
= (1) X= (1o g 29

2
oull 2 _. estlafonction indicatrice de I’ensemble >
Ui > “IxIe

tons que la partie positive de l'estimateur de James-Stein 615 alaforme (2.4),

) Nous no-
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(1-w)p-2) §°
n+2 T |IX]|]?
(2.5), alors o7 domine le E.M.V X sous la fonction de perte équilibrée L,

correspond aa* = min{ } De plus a* satisfait la relation

donc 6;’5 est minimax.

2.4 Domination de la partie positive de l’estima-
teur de James-Stein a I’estimateur de James-

Stein

Il est bien connu que la partie positive de I'estimateur de James-Stein
domine l’estimateur de James-Stein pour le cas standard ou w = 0 (voir
Baranchick[1]). Dans cette partie, nous montrons que cette propriété reste

valable pour tout 0 < w < 1.

Théoréeme 2.1. Sous la fonction de perte équilibrée L, la partie positive de

I'estimateur de James-Stein 6}5 domine I'estimateur de James-Stein Oy
Démonstration : On a
R, (8]5,0) = wE([16]5 — XII*) + (1 - 0)E(|5]5 - OI°)

et
R,(8;s,0) = wE([|675 = XII*) + (1 - 0)E(||8;5 - OlI?).

Baranchick[1], a montré que IE(||6]+S -0|%) < E(|oys - 0]|?) pour p > 3. Alors
6/ domine oy si et seulement si [E(|o/ —X||2)—E(||6]5 —X]||?) < 0. Maintenant,
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E(l5]s - XIIP) = E(ll6fs - &js + 675 — XII?)
= (|6
(

llo7s - S1511P) + (lloys — XI1%) + 2E[(6}5 — 955,075 — X)]
E(1167511%) + E(ll5ys = XII?) + 2IE[(5}5, 075 — X)]

g2 2 ,
a———1|1 X E(||6;s — X
( 1112 ) ‘)‘nxsﬁ2 ! (s = X1

52 ) S2 >]
a———-1|11 o  X,—-a——
<( 1X]12 p=l I1X]12

54
= E||a +1X]1> - 2aS$ )11 l+IE(||5 — X|1?)
l( ||X||2 a||xn2> 5

4
—21E[(a2 > 2—0(52)11(152 ll
||X|| X112 =

+2E

Alors

E(ll5]5 — XII) - E(lloys - XII?)

i 4
S

— 2 2 P 5 , ,
= B[ +IXIP - 2as )Ha;ﬁzzl]—zm[(a s +IXIP-as )Ha.;ﬁzm]

: B
= E ||X||2—a2—2)1[ .

| X2 ) i
= B XIF-as® )(||X||2+a32))1[(||x||z_asz)sol
< 0.
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Chapitre 3

Limites des Rapports de risques

Sommaire
3.1 Bornes et limite du rapport des risques de 1’estimateur
deJames-Stein. . . ... .. ... .. ... 34

3.2 Bornes et limite du rapport des risques de la partie po-
sitive de I’estimateur de James-Stein. . .. ... ... .. 36

3.1 Bornesetlimite durapport des risques de l’es-

timateur de James-Stein.

Dans cette partie, nous étudions la limite du rapport des risques de ’es-
timateur de James-Stein 655 a X, lorsque la dimension p tend vers l'infini et
que la taille d’échantillon n est fixée d’une part et d’autre part lorsque p et
n tendent simultanément vers 'infini. Le lemme suivant donne une borne
inférieure et une borne supérieure du rapport R, (9;s,0)/R,,(X,0), qui va

nous aider a calculer la limite du rapport des risque.

Lemme 3.1. Supposons l'estimateur 6;5 donné en (2.6). Sous la fonction de
perte équilibrée L, on a

- n(l -w)(p-2) - R, (655,0) <1 n(1-w)(p-2)? .

(n+2)(p+19E) = Ro(X,0) (n+2)p(p—2+19F)
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Démonstration : D’aprés le lemme 2.1 de (Hamdaoui et Benmansour[5]),

nous avons

1 1 P
— L < )<
p-2+ I AP =25 2K 2)(p 4 I2F)

En utilisant la formule (2.7), nous obtenons le résultat souhaité. n
2] 2
Théoreme 3.1. Supposons I'estimateur 6;g donné en (2.6), si limp_m% =
c(c>0),
alors
) 1 R,(655,0) (1_(1_“’)%)7%.
VMo R (X,0) T+c /
ii) lim Ne(%s:0) _w+c
po= R(X,0)  1+c’
61> _

Démonstration : i)En utilisant le lemme 3.1 et sous la condition lim — =
p—)OO (0}
¢, nous avons P

[ 1
R, (675,0 —-2)2 >
limM < 1-(1-w) " _im (p=2) P >
p—e R, (X,0) n+2p-ef p p2 1012
! p o?
-2 1
= 1-(1-w) nzlim (p 2) S RTTTE
e I A
1
- 1-(l-w)
n+21+c
(- w)) e
1+c¢
et
R.,(575,0) 22
lim =22 > 11— li P
PR R,0) = TN e
p po?
1
- 1-(1-w)—
n+21l+c
(- w)g) e
B l1+c
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0 2
ii) D’aprés le lemme 3.1 et sous la condition lim % = ¢, on obtient
i 1
R, (75,0 -2)? 5
lim“’(—]S) < 1-(1-w)lim n_(p=2) P >
p—o R (X,0) poelpn+2  poopz2 ol
n—00 n—00 p 02
1 +
- - (l-w)— =YT¢
1+c 1+c
et
R, (575,0) 2s
lim—2 7" > 1 _(1-w)lim P
oo R(X,0) poel i+ 2P lOIP
n—00 n—00 2
p ' po
1 +
- 1-(l-w)— =2*C
1+c 1+c
m
1-I5+¢ o +c
Remarque 3.1. Comme 0 < w <1, alors —52—— <1 — (1 — @) &2
1+c¢ 1+c

et c/(1+c)<(w+c)/(1+c)<1,donc pour p tend vers l'infini et n est fixe,
ou pour p et n tendent simultanément vers I'infini, la limite du rapport des
risques de 'estimateur de James-Stein 075 a X, est inférieur a 1. Par consé-
quent, le théoréme 3.1 montre la stabilité de la propriété de minimaxité de

I'estimateur de James-Stein 6y pour les grandes valeurs de n et p.

3.2 Bornes et limite du rapport des risques de la

partie positive de I’estimateur de James-Stein.

Les résultats pour la partie positive de 'estimateur de James-Stein 5}5
sont similaires a ceux de I'estimateur de James-Stein ordinaire d;s, bien que
les calculs soient un peu plus difficiles. Dans la proposition suivante, nous

donnons la formule explicite de la fonction de risque de 5}“5.

Proposition 3.1. La fonction de risque de l'estimateur 5]+s sous la fonction

de perte équilibrée L, est
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Rw(éfsle) = Ra)(é]Sle)

S4 S?
22 2 2
+IE[(||X|| —a ”X”2+2(1—w)0 (p—2)aW—po ) N 1]

X112 =

Démonstration :

R,(8]5,0) = wE(|5]5—X|1*)+ (1 - w)E(||5]5 - 6]°)

= wE(|6]5 — 65 + 055 — XII*) + (1 — @) (165 — &y5 + &5 — OII)

= wE[||6]5 - &yslI” + 11675 — XII* + 2(5]s — 05,875 — X)]
+(1 = w)E[[16]5 = os1* + 116y — O + 2(575 — 875,675 = X + X = 0)]

= [wE(ll6;s = XI%) + (1 - w)E(ll5;5 — O11)] + (1675 — oys1°]
+2E[(5]5 — 875, 8)5 — X) + 2(1 — w)(5 — 875, X — 0)]

= R, (6ys,0) +E[lI6]s — 5551”1+ 2B[(5]5 — 875, 055 — X)]
+2(1 - w)E[(5]5 — 875, X — 0)].

Maintenant, nous calculons les espérances du coté droit de la derniére éga-
lité.

E[llofs - oysl’] = E[lIo;s1°]
- Sz 2
= E (a 2—1)11 2 X
I\ X =
[ S4 S? )
= Ella®’—+1- 2 ||X||2l
| ||X||4 ||X||2 |}S(||2>1
g
_ 2 2 2
= El||a ”X”2+||X|| -2a$ )HaliﬁzZI]’ (3.1)

E[{d}5 = 955,075 = X)] E[(05, 075 — X)]

S? S?2
El{le— -1|T o X, —a—X
K( 1X]12 )..n1 1X]12 >l
84
~E||a? —aS?|1 , 3.2
l(a 11112 “ ) ||x||2 1] 3:2)
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et en utilisant le lemme 2.1 de (Shao et Strawdermen[6]), on a

7 )
E|({ao—-1|I o _X,X-6
[<( 1112 o]

2E (—2)a5—2— I 5 (3.3)
Pro%xe ~P o[ &

En combinant les formules (3.1), (3.2) et (3.3) nous obtenons le résultat sou-

E[(675 - 675, X — 0))]

haité. |
Dans le théoreme 2.1, nous avons montré que Rw(é;’s,e) < R, (07s,0) pour
p>3et(6,0) € (RPXR"), alors la borne supérieure donné au Lemme 3.1 joue
le role de la borne supérieure de Rw(éfs, 0)/R, (X, 0). il suffit de déterminer
une borne inférieure. La proposition suivante donne une borne inférieure
du rapport des risques R, (675, 0)/R, (X, 0).

Proposition 3.2. Pour tout p > 3, nous avons la borne inférieure suivante

d des ri R (6;99)
u rapport des rlsquesm
R (85,9) R,(675,0) =~ p+A [*
> P 2 )
Rw(X;Q) - (]_ —a))p62 + (1_a))pJ; (Xn = Xp+4(/\ du)
4 +c>o]P 5 S " ) /\ d
_I_) 0 (Xn—_))(p 2( ’ u)
), Pzl
B P{Xa >~ . (34
(1-w)p(n+2)J, Xn+4—a Xp_2(/\,du) (3.4)
||X||2 2 52 . ” ”2

Démonstration : Comme 2 )(p(/\) et 2" Xpould= 2 nous avons

2 2 2 2
E(IXIPT s ) _ GIE(X I )
( ||><Sn2—1 P X”_x,y)

+00 +o0
= GZJ [I X%(O,dt)]u}(;(/\,du)
o \Jz
2 e 2 UY 2

+00
+0,2/\J‘ IP()(,% > )Xp+4(/\ du).
0
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La derniere égalité est obtenue en utilisant la formule (4.1) du Lemme 4.1
+o00 u
Annexe avec h(u) = J x2(0,dt). Comme la fonction IP()(,% > E) est non

croissante sur u et en utilisant la formule 4.2 du lemme 4.2 on obtient

2IE(IIXII I, 1) > qaz(pﬂ)f

X112 = 0

2 aS? 2
El2(p—-2)——= —2p |1 > —40°F|(1I
’ {( P=2ixp ~ 2P ) &iéZl} = (&ﬁé”)

+oo +00
j )(,%(O,dt)))(;(/\,du)

u

+00

u
P22 2 )i 4hdu), (35)

= —4¢°

JO

a
(+00

_ 2 2, U\ 2
il R G O

(+00

u
> —4ng0 H’(;(,zlza)x;_2(/\,du)(3.6)

La derniere inégalité vient de la formule (4.1). Maintenant,

a’s* 2 2 i 2.2 1,
E{-—-=1, = - t 0,dt)|—xs(Ad
( X117 ||x5||2221) v fO (L o )]”Xp( Y

020( +00 +00
= L U tzxg(o,dt)];(g_z()\,du).

1 +00
La derniere inégalité vient de la formule (4.1), en prenant h(u) = — J t2x2(0,dt).
u ju

Cependant, en utilisant a nouveau la formule (4.1), nous obtenons

+00 +00
f t2x2(0,dt) = nf tx2,,(0,dt)

u

a a

n(n+ 2)J x2.,(0,d1)

B

ainsi, nous avons

0(284 5 +00 5 u ,
IE( I1X]|2 TR s 1) z 0 a”L H)(Xn+4ZZ)Xp_2(/\,du), (3.7)

|xu2
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en combinant les formules (3.5), (3.6) et (3.7), on obtient le résultat recher-
ché. [ ]

[} 2
Théoreme 3.2. Supposons que l’estimateur 6;“5 donnée en (2.8), si limp_mx, _|I|7 I =

o2
c(c>0),

alors
) Ry(875,0) (1-(1-w)ghy)+c
VMo R (X,0) T+c /
R, (67,60
1,1,) lim w( ]S )_a)+c

po> R (X,0)  1+c

n—oo

Démonstration : D’une part, a partir du théoréme 2.1, nous avons montré
que Rw(éfs,Q) < R,(655,0) pour p >3 et (0,0) € (R’ xR") et en utilisant le
théoréme 3.1, on a

R,(675,0)  (1-(1-w)zs)+c

I < 3.8
pote R (X,0) T7c (3.8)
et
R, (67,0

lim ol /9 ) < a)+c. (3.9)

A Rw(X19> 1+c
1-w)(p-2
D’autre part, lorsque p tend vers l'infini et n est fixe,on a a = (1-w)p-2) wj_(g )

n

tend vers +co. D’apres le théoreme de Lebesque en prenant par exemple, la

+00
suite croissante avec p [fp(u) = J xX2(0,dt) = IP()(,% > g)] et le fait que

lim IP()(% > E) = IP()(% > 0) =1,pourtoutesn > 1,
p—+oo o
on obtient
+00 ) u )
Jim | IP()(n > E))(p+4(A,du) 1. (3.10)

Dans le cas ou pet n tendent simultanément vers l’infini, on a

. s umn+2)| ln ’ u 2u

ez t)-r

ou ¥1,¥s,...,y, sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes cen-

trées et réduites.
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Alors par la loi forte des grands nombres, on a

. ,_ U . Iv ,_ u 2u
jmP(xi=) = mP(5) 5 2p—z+n<p—z>]

n—oo n—-oo Z:1

. 1y o
= limP E;y" 20]
i=

n—oo

= P(1>0)=1.
Ainsi,
+00 ) u ) +o00 )
;1752 ; IP(X”ZE)XP%(/\’du):J; )(p+4(/\,du):1. (3.11)
En utilisant la proposition 3.2, les formules (3.10) et (3.11) et la condition
el . A
lim — = lim — =g,
conduit a
lim Rw(é;_s,e) S ; Rw(é]s,e) . p+/\ _é_ (p_z)n
p—toeo Ra)(XIQ) - po+e Ra)(XIQ) p—toeo (1 _w)p p (1 —a))p(n+2)
= lim Ro(¥5,0) 1~ + ¢
p—+eo0 R, (X,0) l-w 1-w
R, (075,60
>  lim w( ]S )
p—+0oo Rw(X,Q)
et

Rol0js0) . Ro(¥5,0) . [ p+A 4 (p-2n

lim — 2>~ AN L s —
R RO(X,0) C R R(X,0) e |(-w)p p (I—w)p(nr2)

me(éjs,e) + Cc
o R (X,0) 1-w

%

Il résulte du théoreme 3.1 que

. Ro(075,0) (1-(1-w)5y)+c
p—+c0 R, (X,0) — 1+c

(3.12)
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et

. Rw(5;51 9) w+C
m > .
p=re R (X, 0) 1+c

n—+oo

(3.13)

En combinant les formules (3.8), (3.9), (3.12) et (3.13) nous obtenons le ré-

sultat souhaité. ]
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Chapitre

Résultats de la simulation

Premierement, nous illustrons graphiquement les rapport de risques des
estimateurs de James-Stein o;5 et de la partie positive de l'estimateur de
James-Stein 6/ par rapport au MLE X en fonction de A = 1611>/(20%) pour
divers valeurs de n, p et w. Deuxiemement, nous donnons les tableaux qui
montrent les valeurs des rapport de risques des estimateurs de James-Stein
;s et de la partie positive de I’estimateur de James-Stein 6;5 par rapport au
MLE X selon diverses valeurs de A = ||6||?/(20?) mais cette fois on fixe 1 et

p et on fait varier w.

1
0.8
2 06
f . I .
@ Maximum likelihood estimmator
o
@ - -
py 4. . .
James-Stein estimator
02 . . .
positive-part of James-Stein estimator
0 2 4 6 8 10 12 1
A

Ro(35,0)  Ru(0)5.0)
R.(X,0) = R,(X.6)

Ficure 4.1 — Graphique des rapport de risques de

comme fonctions de A pour n =30, p=8et w=0.1
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Risks ratio

Maximun likelihood estimmator

James-Stein estimator

positive-part of James-Stein estimator

FiGure 4.2 — Graphique des rapport de risques de

2 4 6 8 10 2 14
A
Rw(6]519) ot RUJ((S;—S’Q)
R, (X,0) R,(X,0)

comme fonctions de A pour n =50, p=8et w=0.1

Risks ratio
=
-

Maximum likelihood estimator

positive-part of James-Stein estimator

James-Stein estitnator

Ficure 4.3 — Graphique des rapport de risques de

8 10 12 14
A ‘

R, (07s,0) . R,(675,0)
R,(X,0) R,(X,0)

M_
]
=

comme fonctions de A pour n =50, p=10et w =0.4
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Risks ratio

=
*

Maximum likelihood estimator

positive-part of James-Stein estimator

James-Stein estimator

FiGure 4.4 — Graphique des rapport de risques de

2 4 G 8 10
A

Ry(95s,0) ot Ry (0]5,0)

R, (X,0) R, (X,0)

comme fonctions de A pour n =50, p=10et w =0.6

Risks ratio
=
b

Maximum likelihood estimator

positive-part of James-Stein estimator

James-Stein estimator

Ficure 4.5 — Graphique des rapport de risques de

2 4 . 6 8 10
R, (575,0) . R,(05,0)
R,(X,0) R,(X,0)

comme fonctions de A pour n =100, p=10et w =0.4

Les figures 1 a 6 montrent que les rapport de risques de l’estimateur de

James-Stein &7s et du partie positive de 1’estimateur de James-Stein 67 au
]S P p JS

MLE X sont inferieurs a 1, donc le estimateurs 9y et 675 domine X pour les

grandes valeurs de n et p. Nous avons aussi observez que le gain augmente

si w est proche de 0 et diminue si w est proche de 1. Tables 1 et 2 illustrent

cette note.
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Q
‘é 0.6 Mazximum likelihood estimator
=
= 04 positive-part of James-Stein estimator
James-Stein estimator
0.2
0 2 4 6 8 10

Ry (5)s,0) . R,(95,0)
Ro(X,0) & R,(X,0)
comme fonctions de A pour n =100, p=10et w =0.6

Ficure 4.6 — Graphique des rapport de risques de

Dans le tableau 1 et 2, nous donnons les valeurs des rapports R, (675, 0)/R,(X, 0)
et Rw(éfs,e)/Rw(X,Q) pour n=50,p=10,n=100et p =10, respectivement
pour différentes valeurs de A et w.

TaBLe 4.1 — Les valeurs des rapport de risques R, (95s,0)/R,(X,0) et
Rw(é;“s,e)/Rw(X, 0) comme fonctions de A pour n=50et p =10.

A | rapport de risques | w =0.1 w=03 | w=0.6 0.9
0.4 Ors 0.3105 0.4637 0.6936 0.9234
6;5 0.2416 0.4261 0.6854 0.9223
10 Ors 0,6719 0,7448 0,8542 | 0,9635
6}5 0,6640 0,7420 0,8540 | 0,9635
50 Ors 0,7912 0,8376 0,9072 | 0,9768
6}’5 0,7907 0,8375 0,9072 | 0,9768
30 Ors 0,8477 | 0,8816 0,9323 0,9831
6;5 0,8477 0,8815 0,9323 0,9831

D’apres les tableaux 1 et 2, premierement, pour toutes les valeurs de w et A,
le rapport Rw(éfs,Q)/Rw(X,Q) est inférieur au rapport R, (0;s,0)/R,(X,0),
ce qui montre que la partie positive de I’estimateur de James-Stein 6}’5 do-

mine 'estimateur de James-Stein o;5. Deuxiémement, d’une part, si w et A
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TasLe 4.2 — Les valeurs des rapport de risques R, (9;s,0)/R,(X,0) et
Rw(éfs,e)/Rw(X,E)) comme fonctions de A pour n =100 et p = 10.

A | rapportderisques | w=0.1 | w=03 | w=0.6 0.9
0.4 Ors 0.2970 0.4532 0.6876 0.9219
S/ 0.2092 0.4025 0.6800 0.9219
10 Oys 0,6655 | 0,7398 | 0,8513 | 0,9628
S/ 0,6582 | 0,7373 | 0,8511 0,9628
50 Ors 0,7871 0,8344 | 0,9054 | 0,9763
6}5 0,7867 | 0,8343 | 0,9054 | 0,9763
30 Ors 0,8447 | 0,8792 | 0,9310 | 0,9827
6}“5 0,8447 0,8792 0,9310 0,9827

sont petits, les rapports sont proches de 0 que de 1, et donc le gain est tres
important. D’autre part, autant que w tend vers 1, le gain sera faible et les
rapports de risque sont presque egaux. Dans le cas ou w est proche de 1 et A
est grand, le gain est presque égal a zéro et les rapports de risques sont les

meémes.
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Annexe

Lemme 4.1. (Bock [4]). Soit X ~ N, (0,1,) ot X = (Xy,...,X,)T et0 = (64,...,0
alors pour tout fonction mesurable h : [0,+oc0o[ —> R, on a

)"

p

E(h(IX1P) X7 )= E [ (x5 (1017))[+O7E [ (i34 (101F))]-
De plus,

E(R(IXIP)IXIP) = E[x2 (611 h (x; (1017))]
= pE[h(x2. (101P))]+ 161 E[h (x 2.4 (1017))]  (4.1)

Lemme 4.2. (Benmansour and Hamdaoui [3]) Soit f une fonction réel. Si
pourp >3, EXE(A) [f(U)] existe, alors

a) si f est monotone et décroissante on a

Ee o f (U< Ep[f(U)], (4.2)

Xp+2

b) si f est monotone et croissante on a

E o f (U2 Ep [f(U)]. (4.3)



conclusion

Dans ce travail nous avons étudié la minimaxité et la limites des rap-
ports de risques des éstimateurs a rétrécisseur de type ;5 et 6;5 de la moyenne
d’une loi gaussienne multidimensionelle, relativement a une fonction de
cout équilibrée. Si la limite du rapport ||0]|>/p est une constante ¢ > 0, les
rapports de risques R, (d;s,0)/R,, (X, 0) et Rw(éfs,e)/Rw(X,Q) tendent vers
des valeurs inférieures a 1, ainsi nous nous sommes assurés la stabilité de la
propriété de minimaxité de l’estimateur de James-Stein ;5 et la partie po-
sitive de l'estimateur de James-Stein 075 méme si la dimension de I'espace

des parametres p et la taille de I’échantillon #n tendent vers l'infini.
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