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Introduction

Les files d’attente existent depuis des siécles. Au Moyen Age, les gens faisaient
la queue pour obtenir de la nourriture ou des soins médicaux. Au 19éme siécle, avec
I’augmentation de la production de masse et l’essor du commerce, les files d’attente
sont devenues plus courantes. Au fil du temps, les cohortes ont évolué et se sont
adaptées aux changements sociaux et technologiques. Aujourd’hui, les files d’attente sont

souvent gérées par des systémes informatisés et peuvent étre virtuelles plutét qu humaines.

Attendre dans une file d’attente peut avoir des effets psychologiques sur les personnes
concernées. Certaines personnes peuvent ressentir de l’ennui, de la frustration ou de
I'impatience. En outre, les files d’attente peuvent affecter la perception du temps chez
les individus. Les personnes qui attendent peuvent avoir 'impression que le temps passe
plus lentement qu’il ne le fait réellement, ce qui peut rendre I'attente encore plus difficile
a supporté.

Pour gérer efficacement les files d’attente, les entreprises et les organisations peuvent
utiliser différentes stratégies telles que la segmentation de la file d’attente, la communica-
tion avec les clients, la mise en place de distractions ou d’activités pour les personnes qui
attendent, et 'utilisation de technologies telles que les applications mobiles pour gérer

les files d’attente virtuelles et réduction du temps d’attente.

Concernant le premier chapitre, les files d’attente simples sont les plus courantes
et se compose d'une seule file d’attente pour un seul service. Les clients attendent
leur tour dans l'ordre ou ils arrivent. Cette méthode est simple et facile, mais Si le

service est lent ou 8’il y a beaucoup de client, cela peut entrainer un long temps d’attente .

Lorsqu’il y a plusieurs comptoirs ou caisses enregistreuses, les clients peuvent choisir
la file d’attente qui leur convient le mieux. Cela réduit les temps d’attente globaux,
mais il peut y avoir un déséquilibre entre les files d’attente, ce qui peut entrainer des
temps d’attente plus longs pour certains clients. Ce modeéle est largement utilisé dans
les télécommunications, les services bancaires, les centres de santé, etc. Contribuez a

optimiser I'utilisation des ressources et a accroitre la satisfaction des clients.



Et pour le deuxiéme chapitre, le modéle de file d’attente M/M/1 est un modéle
mathématique utilisé pour étudier la file d’attente dans les systémes de service. Il repose
sur deux hypothéses principales : I'arrivée des clients suit un processus de Poisson et les
temps de service sont distribués de fagon exponentielle. Le modeéle d’attente M/M/1/k
a le méme principe que M/M/1, et le paramétre k représente la taille maximale de la
file d’attente. Lorsque la file d’attente atteint sa capacité maximale, les clients suivants

seront rejetés ou envoyés vers un autre systéme de service.

Le modeéle M/M /s, ce modeéle suppose que les arrivées de clients suivent une distri-
bution de Poisson et que les temps de service suivent une distribution exponentielle. De

plus, il considére qu’il y a s serveurs disponibles pour servir les clients.

Le troisieme chapitre, la file d’attente a temps discret est un concept mathématique
qui a des applications dans de nombreux domaines, tels que la théorie des files d’attente,
la modélisation des systémes informatiques et la gestion des stocks. Cette théorie
s'intéresse a I’étude du comportement des files d’attente dans lesquelles les arrivées et
les départs se produisent a des moments précis et discrets, plutdét qu’a des moments

aléatoires.
Les files d’attente en temps discret sont évaluées sur la base de plusieurs métriques de

performance, notamment le temps d’attente moyen, temps moyen qu'un client passe
dans le systéme et le nombre moyen de clients dans la file d’attente...etc. Ces métriques
permettent de comprendre comment les files d’attente fonctionnent et de les optimiser

pour améliorer la qualité de service.

Le modeéle d’attente geo/geo/1 fonctionne en considérant un systéme de com-
munication avec une seule file d’attente, un seul serveur et une arrivée de messages
géométriquement distribuée. Les messages sont envoyés a partir de différents endroits
du réseau, mais ils sont tous traités par le méme serveur. Et pour Le modéle d’attente

geo/geo/1/k+1 a le méme principe que geo/geo/1 avec une capacité limité dans la file.

Pour geo/geo/s ce modéle suppose que les arrivées de clients suivent une distribution
de Bernoulli et que les temps de service suivent une distribution géométrique. De plus, il

considére qu’il y a s serveurs disponibles pour servir les clients.
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Le quatrieme chapitre, on va faire une simulation pour tous les modéles que nous avons

étudié dans le deuxiéme et le troisieme chapitre.



Chapitre 1

Introduction aux files d’attente

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques définitions et des notions de base
sur les processus aléatiores, processus de Poisson, les chaines de Markov, processus de

naissance et de mort et les files d’attente.

1.1 Processus aléatoire

Définition 1.1.1. /73] Un processus aléatoire est un ensemble de variables aléatoires,
toutes définies sur le méme espace de probabilité et indexées par un paramétre réel t. On

note un tel processus {X;;t € R}.

Définition 1.1.2. [20/ Un processus de comptage (X;) t > 0 est un processus qui

permet de d’énombrer les occurrences d’un événement aléatoire donné en fonction du

temps.

Définition 1.1.3. [15] On considére l'arrivée d’événements identiques qui sont espacés
par des temps aléatoires indépendants de méme lov de probabilité, mais quelconque. L’éve-
nement en question, est appelé un renouvellement. Le nombre de renouvellements N (t)
qui se produit dans lintervalle de temps (0,t] pour tout t > 0 avec N(0) = 0 défini alors

un processus de renouvellement.

1.2 Processus de Poisson

Définition 1.2.1. [15/ Etant donné (T3 nen- la suite des temps d’occurrence d’un évé-

nement donné, o pour tout n, T,, =~ U; ; les v.a. U; sont positives et indépendantes,
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de méme lot définie par leur fonction de répartition commune F. On définit le processus

de renouvellement (T),)icr+ :

Vt >0, Ny = max{n|T, <t} =Y 1Ly (Tn).
n>0
N, est donc le nombre d’occurrences de 'événement dans I'intervalle [0, ¢]. Si les U; sont
de méme loi exponentielle £(A), le processus de renouvellement est alors un processus

de Poisson d’intensité (\).

Théoréme 1.2.1. [20] une famille (Ni)i>o de variables aléatoires o valeurs entiéres est
appelé un processus de Poisson de densité X > 0 si elle vérifie les propriétés suivantes :
- Ny=0
- s510<s<t, alors Ny < N;
— Le processus est a accroissements indépendants : pour toute suite croissante to =
0 <t <...<ty, les variables aléatoires Ny, ..., Ny, sont indépendantes.

— la variable Ny suit la loi de Poisson de parameétre At

Vn>0  P(N,=n)= 2"

1.3 Processus de Bernoulli

Définition 1.3.1. Un processus de Bernoulli est un espace de probabilités (2, P) associé
a une famille de variables aléatoires indépendantes X; définies sur cet espace, a valeurs

dans {0; 1}, et telles que pour chaque i, on a

Théoréme 1.3.1. La somme S, d’un grand nombre de variables de Bernoulli indépen-

dantes de petit parameétre suit approzimativement la loi de Poisson de paramétre E[S,].

1.4 Loi exponentielle

Définition 1.4.1. [5] Une wvariable aléatoire T a valeurs dans Ry suit la loi expo-

nentielle de paramétre X > 0, notée E(N) si sa fonction de répartition est donnée par
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F(t)= (1 —e )15 (si A\ =0 T vaut +o0o presque sirement).
sa loi admet t — Ne M1~ pour densité par rapport a la mesure de Lebesque. De plus,

A

1 1
E(T) =+, Var(T) = v etpour t < X E(e') = St

A

1.4.1 Perte de mémoire

En probabilité et en statistique, la perte de mémoire est une propriété de certaines
lois de probabilité , la loi exponentielle et la loi géométrique. On dit que ce sont des lois

sans mémoire [I].

La propriété de perte de mémoire fait une comparaison entre les lois de probabilité
du temps d’attente du serveur, et celle du temps d’attente du serveur pour qu’un client
arrive d’un délai arbitraire aprés 'ouverture. La propriété de perte de mémoire affirme

que ces lois sont les mémes.

L’unique loi de probabilité continue & perte de mémoire est la loi exponentielle,
ainsi la propriété de perte de mémoire caractérise la loi exponentielle parmi toutes les lois
continues.

Proposition 1.4.1.1. [2] (Absence de mémoire). Une variable aléatoire T & valeurs
dans R, U+o00 suit une loi exponentielle si et seulement si elle vérifie la propriété d’absence

de mémoire :
Vs,t > 0,P(T > t+s|T >s)=P(T >1t).
Preuve.

Supposons tout d’abord que T suit une loi exponentielle de paramétre A. On a

P(T > s+t,T > s)
T > s

P(T > s+tT >s) = =e M =P(T > t).

Réciproquement, supposons que T vérifie la propriété d’absence de mémoire. On pose

g(t) =P(T > t) pour tout ¢t > 0. On a g est décroissante sur R et vérifie Pn% g(t)=1et
_>

lim ¢(t) = 0. De plus,

t——+o0

P(T>s+t,T > +1
P(T > s+ t|T > s) = ( ;>S 8)_9(;(t));
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P(T > t) = g(t).

d’ou ¢(s)g(t) = g(s + t), pour tous s,t > 0. On conclut a 'aide du lemme suivant que

g(t) = e : T suit donc une loi exponentielle.

1.5 Chaine de Markov

Un processus de Markov est un processus stochastique possédant la propriété de
Markov : I'information utile pour la prédiction du futur est entiérement contenue dans
I'état présent du processus et n’est pas dépendante des états antérieurs (le systéme n’a

pas de « mémoire »)[3].

1.5.1 Chaine de Markov a temps discret

Définition 1.5.1.1. Une chaine de Markov a temps discret est une suite de variables
aléatoires (X, )n>0 0 valeurs dans un espace d’états (fini ou infini) dénombrable (habituel-

lement représentés par les entiers 0, 1, 2, ... ) telle que
P(Xn_H - in+l|Xn - Z'n, ...,XO - ZO) - P(Xn_H - ’in+l|Xn - 7/”>

Définition 1.5.1.2. (Probabilité de transition)[18] On définit la probabilité de transition

de [’état i a [’état j entre les instants n et n + 1 par la quantité :
Pii(n) =P(X,11 = j| X, =1), Vi,j € E.

ou, P;;j(n) pour que le systéme soit dans Uétat j a Uinstant n+ 1 sachant qu’a Uinstant n

il se trouvait a U’état 1.

1.5.1.1 Matrice de transition

Définition 1.5.1.1.1. [6] On appelle probabilité de transition pour aller de ’état i a [’état
j la probabilité
Py =P(Xpp1 = j|Xn =1) = P(Xy = j|Xo =19).
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Lemme 1.5.1.1.1. On note vy la loi de Xy (vo(zo) = P(Xo = x¢)). On a alors pour tous

(20, ..., ,) dans E.
n—1
P(Xn =Tp,..., Xo = xO) = UO("L‘) HPIk7$k+1'
k=0

Preuve

Par conditionnements successifs :
P(Xn = Ty, ...,XD = .230) = ]P(XO = .Cljo)P(Xl = xﬂXU = xo)]P’(XQ = $2|X1 =T, XO = 330);

P(Xl = 1'1|X0 = l‘o)]P(Xn = ZL'ann_l = Tp—1, ...,XO = ZL‘O),

n—1

]P)(Xn = Tp,..., Xo = Uo(ﬂf) H]le‘k,xlwl‘

k=0

Définition 1.5.1.1.2. On appelle matrice de transition la matrice P = (P, ), ycE
D’apres le lemme précédent, la lot d’une chaine de Markov est caractérisée par la loi vy

de Xy et par sa matrice de transition.

C’est une matrice finie ou dénombrable, suivant que 1’ensemble des états est fini ou

dénombrable.
Proposition 1.5.1.1.1. Toute matrice de transition vérifie les propriétés suivantes :
1. pour tout couple (x,y) de £, 0 < P,, <1;

2. pour tout x € E, on a zyeE P,,=1

Preuve

Les nombres P, , sont des probabilités, donc le premier point est évident. Le second
point découle du fait qu’on somme les probabilités sur toutes les valeurs possibles d'une

variable aléatoire.
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1.5.1.2 Equation de Chapman-Kolmogorov

Les probabilités de transition en n pas sont complétement déterminées par les proba-
bilités de transition en un pas, c¢’est-a-dire par la matrice de transition. Ceci est explicité

par les équations de Chapman Kolmogorov.

Proposition 1.5.1.2.1. [1§/

Pour tous i, j et pour tout 0 < k < n, nous avons

() _ N~ ph) pln-1)
Py’ =2 PPy

keE

Démonstration

P = P(X, = j|Xo = i);

= hen P(Xn = J, X1 = K| Xo = i)(n > 2);

= ZkGE P(XTL = ju Xn—l - k)]P)(Xn_l = k?|X0 = Z),

_ (1) p(n—1)
= ZkeE Py, ij :

En d’autres termes, cette relation peut étre exprimer sous la formule de multiplication

matricielle suivante : P™ = PM PO=1 pour tout 0 < k < n.

1.5.2 Chaines de Markov a temps continu

Définition 1.5.2.1. 20/ Le processus aléatoire (X;)i>o d’espace d’états E = ejcp, fini
ou dénombrable, est une chaine de Markov a temps continu, si sont vérifiées les deux

PTOPTIELES :
(1) propriété de Markov : V(ey,ea, ..., €n, €ni1) € E"L,
V(t,toy ooy tny tug1) € RET tels que ty <ty < .. <t, < tnta,

P(th+1 = €n+1|th = €n, "'7Xt1 = 61) = P(th+1 = en+1|th = en)'
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(2)homogénéité Nty to,t € Ry, Ve;,e; € E -
P(Xi 10 = €5 X3, =€) = P(Xpp 0 = €j|Xe, = €1) =pat Pi(,?

Théoréme 1.5.1. La matrice de transition P' = (P},); jer vérifie les deux propriétés :

. t
(2)Vt,Vi € E,ZPM = 1.

J

1.5.3 Equation de Chapman-Kolmogorov

I’équation de Chapman-Kolmogorov est une égalité qui met en relation les lois jointes
de différents points de la trajectoire d’un processus stochastique. Dans le cadre des chaines
de Markov, I’équation de Chapman-Kolmogorov devient une relation entre les lois de

transition.

Proposition 1.5.3.1. [5/( Relation de Chapman-Kolmogorov)
Pour tout (i,j) € E et Y(t,s) , on a l'identité :

P(Xpio = ¢j| Xo =€) = Y P(Xy = ex|Xo = e,)P(X, = €| X0 = )

keE

ou encore
t+s t s
RS =2 PR

J
keE

1.6 Processus de naissance et de mort

Les processus Markoviens de saut les plus simples sont les processus de naissance
et mort qui se déplacé sur IN toujours aux voisins, sans sauter de position. Par la suite,
on dénote les taux d’aller a droite par (\,),en, et les taux d’aller a gauche par p,,n €
(N—{0}) (comme le processus est a valeurs dans IN, on a forcément 1o = 0). on a appelé

les \, taux de naissance (ou de croissance) et les p,, taux de mort (ou de décroissance).
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Définition 1.6.1. Soient (A\p)new €t (fin)new+ deuz suites de réels strictement positifs.
Un processus de naissance et de mort de taux de naissance (\,) et tauzx de mort ()
est un processus markovien de saut (Z;)i>o a valeurs dans N tel que pour tout n > 0 le

taux de transition de n vers n+ 1 est \,, et pour tout n > 0, le taux de transition de n

versn — 1 est p,. Aucune autre transition n’est possible.

Le diagramme de transition de la FIGURE 1 illustre cette définition.

)‘l} A Ai
4 - 2N F
0 1 . . . (r—1 n ) n+1 . . .
. N S A R @ N HA
ﬂ[ Hn MHn+1

FIGURE 1.5.1 - Diagramme de transition d’un processus de naissance et de mort.

e Si tous les A\, sont nuls, on parle de processus de mort.

e Si tous les p, sont nuls, on parle de processus de naissance.

A, = Taux moyen de naissance lorsque n personnes sont dans le systéme.

i, = Taux moyen de mort lorsque personnes n sont dans le systéme [I].

Notons X, le nombre (aléatoire) d’arrivées durant I'intervalle de temps [(n—1)A;, nA[.
X, est une v.a. prenant essentiellement les deux valeurs 0 et 1. Elle suit approximativement

une loi de Bernoulli, elle est donc caractérisée par un parameétre p/A; qui n’est autre que son
espérance : E(X,,) =~ pA;.On suppose que cette espérance est proportionnelle a la longueur
de 'intervalle de temps [(n—1)As, nA[: AA;. On modélise le processus des arrivées par une
fonction aléatoire (processus stochastique) croissante (A;)cr+ qui représente le nombre

(aléatoire) de consommateurs entrés dans le systéme pendant le laps de temps [0, ]

At
P(A; = k) = %e(_)‘t)
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On dit que (A;)ier+ est un processus de Poisson d’intensité A\. On a E(A;) = M, ce qui

fournit pour A\ l'interprétation suivante :

Ainsi, le paramétre A représente le nombre moyen d’arrivées par unité de temps (taux
d’arrivée).

Introduisons D, le nombre (aléatoire) de clients sortis du systéme pendant le laps de
temps [0,t]; (Dy)er+ est le processus des départs. Notons alors @, la longueur de la file
a l'instant t, c’est-a-dire le nombre de personnes présentes dans le systéme (en attente ou

en service) ; on a bien sr :

Qi = A — Dy

(longueur = nombre de personnes entrées - nombre de personnes sorties). On dit que
le processus (Q¢)¢cr+est un processus de naissance-mort de taux de naissance \ et de taux

de mort u.

1.6.1 Loi de la longueur de la queue

Soit @ la longueur < limite > de la queue, et 7, = P(Qs = n). On comptabilise
les arrivées en I'état () = n ainsi que les départs depuis cet état. Les états voisins de
I’état v sont les états Qoo =n — 1 et Qoo =n + 1.

1. Flux entrant en I’état n :

- soit la file contient n - 1 personnes (avec une probabilité m, 1) et il en arrive une
de plus au taux \;

- soit la file contient n + 1 personnes (avec une probabilité 7,,1) et il en part une
au taux p.

- Le taux entrant en I'état n est Am,_1 + pm,41.

2. Flux sortant de I’état n : la file contient n personnes avec une probabilité =, ;
- soit il en arrive une de plus au taux A et la longueur de la file devient n + 1;
- soit il en part une au taux p et la longueur de la file devient n - 1.

- Le taux sortant de I'état n est (A + p)m,.
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Ainsi en égalant les flux entrant et sortant, on obtient les équations d’équilibre suivantes

(équations de balance globale) :

Ao = fu7r1;
M1+ pmpe1r = (A4 )T st n>1.

Pour résoudre ce systéme, on pose p = ﬁ , on a par hypothése p €]0,1[ [. Le paramétre

p est appelé intensité du trafic (ou encore charge du systéme). On a affaire & une
suite définie par une relation de récurrence linéaire a trois indices. La recherche de suites

géométriques particuliéres conduit a I'équation caractéristique
pr? — (A4 p)r + X =0.

Dont les solutions sont ﬁ = p et 1. La forme générale des suites vérifiant la relation

de récurrence ci-dessus est alors
T, = ap” + [.

La condition initiale Amy = pum donne Ao + A\ = Aa + pf3, soit encore 5 = 0 et donc

T, = ap” et a = 0.

+oo

De plus, la suite (7),en doit étre une probabilité :> "2

m, = 1, ce qui fournit au passage,

Vs

grace a la relation Y~ p" = 1%,;’ la probabilité de trouver la file vide :

T =P(Qe =0)=1—p.

Cette probabilité est non nulle. La file connait des oscillations qui se reproduisent de
maniére similaire au cours du temps, on parle de file récurrente. La solution de 1’équation

de balance est donc
Tn =P(Qoo =n) = (1 —p)p",n € N.

les probabilités d’état m,(t) = P([X; = n]) qui définissent le régime transitoire du

processus (X;)i>o, tel que X; le nombre de clients se trouvant dans le systéme a l'instant

t.
Le régime stationnaire du processus, défini par

T, = lim m,(t) = lim P([X; =n]).

t——+o00 t——+o0
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1.7 File d’attente

La théorie des files d’attente est une théorie mathématique relevant du domaine des
probabilités, et c’est des phénomeénes que 1'on rencontre quotidiennement dans de trés

nombreux domaines et sous diverses formes. Dans cette section nous allons donner la
structure d’une file d’attente pour répondre a la question de comment faire une construc-

tion d’une file d’attente et quels sont leur différents modéles.

Définition 1.7.1. [77] Les files d’attente sont caractérisées par une salle d’attente et
des serveurs. Lorsque plusieurs clients tentent simultanément d’obtenir un service, cer-
tains doivent patienter et attendre dans la salle. La FIGURE 2 illustre une file d’attente.
La file peut n’accepter qu’un nombre fini de clients, et un client peut étre servi pendant

une certaine période puis abandonné par le serveur.

Systém
AN

Ordre de traitement
Ay
@ X 009 Q

Arrivées File ‘ Service Départ

~

D’attente

Populatio

FIGURE 1.6.1 - Structure générale d’un systéme de file d’attente.

Population : La population constitue la source de clients potentiels. Elle est caracté-

risée par son nombre d’élément (fini ou infini).

Arrivées(Les clients) : (issus de la population) se joignent au systéme avec un taux

moyen d’arrivée.

File d’attente : La file d’attente est caractérisée par le nombre maximum permis de

clients en attente (fini ou infini).

Service : Le service peut étre assuré par un ou plusieurs serveurs. Le temps qui s’écoule
entre le début et la fin de service d'un client est dénoté le temps de service suivant
une distribution de probabilité. Donc le taux de service est une autre caractéristique

du systeme.
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Un systéme de file d’attente s’identifie avec les éléments principaux suivants :

1.7.1 Flux d’arrivées

Les arrivées peuvent étre réguliéres (déterministes) ou complétement aléatoires, indi-
viduelles ou groupées, provenir de populations différentes ou se répartir en plusieurs files.
On devra modéliser les temps inter-arrivées. Dans certaines situations, on devra tenir
compte de l'effectif de la population susceptible de se présenter dans le systéme. Si cette
population n’est pas infinie, la quantité d’individus entrant dans le systéme diminue avec

le temps [1].

1.7.2 Organe de service

Le service peut étre constitué d’un ou plusieurs serveurs, qui peuvent étre disposés de
diverses fagons :
e serveurs en paralléle cette disposition concerne des files ou le client a le choix du
serveur : files de personnes en attente dans une administration offrant plusieurs services,
files de consommateurs en attente aux caisses de paiement dans un hypermarché, files de

voitures se présentant & un péage d’autoroute...

:

S1

A 4
Y

616

A 4
EJ

A 4

Y

S

A 4

%

FIGURE 1.6.2.1 - Serveurs en paralléle.

eserveurs en série cette disposition concerne des services a la chaine : service de
restauration, service des cartes grises dans une préfecture (nécessitant deux temps :
enregistrement puis confection de cartes), visite médicale dans une infirmerie (nécessitant

plusieurs controles successifs), chaines de production avec controle de qualité
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FIGURE 1.6.2.2 - Serveurs en série.

1.7.3 Discipline de service

La discipline de service détermine l'ordre dans lequel les clients sont rangés dans la

file et y sont retirés pour recevoir un service. Les disciplines les plus courantes sont :

* FIFO (first in, first out) ou FCFS (first come first served) ou PAPS (premier
arrivé,premier servi) : c’est la file standard dans laquelle les clients sont servis dans
leur ordre d’arrivée. Notons que les disciplines FIFO et FCFS ne sont pas équivalentes
lorsque la file contient plusieurs serveurs. Dans la premiére, le premier client arrivé sera
le premier a quitter la file alors que dans la deuxiéme, il sera le premier a commencer son
service. Rien n’empéche alors qu'un client qui commence son service apres lui, dans un
autre serveur, termine avant lui. En francais, le terme PAPS comporte une ambiguité,
puisqu’il ne peut différencier une file "premier arrivé, premier servi" d’une file "premier

arrivé, premier sorti'.

* LIFO (last in, first out) ou LCFS (last come, first served) ou DAPS (dernier
arrivé, premier servi). Cela correspond a une pile, dans laquelle le dernier client arrivé
(donc posé sur la pile) sera le premier traité (retiré de la pile). A nouveau, les disciplines

LIFO et LCF'S ne sont pas équivalentes que pour une file mono-serveur.

1.7.4 Capacité du systéme

De nombreux systémes d’attente comportent une salle d’attente a capacité limitée. 11
y aura donc refoulement de personnes a ’entrée du systéme lorsque cette salle est pleine.

Ce facteur a une importance notamment dans ’étude des files d’attente.
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1.7.5 Notation de Kendall

la notation de Kendall est une notation qui permet de décrire un systéme a l’aide
de six paramétres. Elle porte le nom du mathématicien David George Kendall, qui I'a

introduite en 1953.
La notation de Kendall est une suite de 5 symboles A\ B\ C'\ D\ E

e A : Processus d’arrivée des clients dans la file
Avec M un processus de Poisson , G un processus quelconque.

e B : Distribution du temps de service
Avec M pour des durées indépendantes et distribuées exponentiellement avec
moyenne identique pour chaque serveur, G pour des durées quelconques.

e C : nombre de serveurs.

e D : Nombre de places dans la file, en comptant les clients en service .

e E : Discipline de service FIFO pour first-in, first-out (premier arrivé, premier servi),
LIFO pour last-in, first-out (qui peut étre préemptif ou non), PS pour processor-
sharing. Valeur par défaut : FIFO.

- PS (Processor Sharing) : si il y a n > 0 clients dans la file, chacun est servi avec

1 .
un taux - (processeur partagé).

1.7.6 Processus des arrivées

il est déterminé en général par la loi conjointe des intervalles de temps séparant deux
arrivées consécutives, que 'on appelle des temps d’inter-arrivée. En général, on suppose
que leur loi ne dépend pas des clients. Souvent, on est conduit pour des raisons de simplifi-
cation & supposer que les temps d’inter-arrivée sont indépendants entre eux. Le cas le plus
facile a traiter mathématiquement est celui ot ils suivent tous la méme loi exponentielle.

Dans ce cas, les clients arrivent selon un processus de Poisson.

1.7.7 Temps de service

ce sont des variables aléatoires que ’on considére en général comme indépendantes et
de méme loi. La encore, c’est la loi exponentielle qui donne le traitement mathématique

le plus simple.
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1.7.8 Loi de Little

La loi de Little tient son nom de son inventeur, John Little, qui a réfléchi a la théorie
des files d’attentes dans les années 50 pour énoncer en 1961 son principe de la maniére
suivante : le nombre de clients dans une file d’attente est égal au taux d’arrivée moyen

des clients multiplié par le temps de traitement.

Théoréme 1.7.1. (Formule de Little)

La loi de Little dit que le nombre moyen N de client dans un systéme de files d’attente
est égal & leur fréquence moyenne d’arrivée X\ multipliée par leur temps moyen T dans le
systeme et ainsi N = \T.

La formule est valide pour un systéme de files d’attente observé entre [0,T] qui est vide

aux temps 0 et T et avec 0 <'T' < o0.

1.7.9 Mesures de performance

L’étude d’une file d’attente ou d’'un réseau de files d’attente a pour but de calculer ou
d’estimer les performances d’un systéme dans des conditions de fonctionnement données.
Ce calcul se fait le plus souvent pour le régime stationnaire uniquement, et les mesures
les plus fréquemment utilisées sont :

e N = E(X) : nombre moyen des clients dans le systéme;;
° Nq : nombre moyen des clients dans la file;
e T : temps moyen de séjour d'un client dans le systéme ;

e 7', : temps moyen de séjour d’'un client dans la file.
Ces valeurs ne sont pas indépendantes les unes des autres, mais sont liées par les relations
suivantes :

e N = \T (Formule de Little), oit A représente le taux d’arrivées

Une file est stable si et seulement si le nombre moyen d’arrivées de clients par unite

de temps, noté A, est inférieur au nombre moyen de clients pouvant étre servis par unite
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de temps. Si chaque serveur peut traiter p clients par unité de temps, une file est stable

si et seulement si

A
A< pus=p=—<1,
1
ou, p est appelé I'intensité du trafic.

Les quantités fondamentales auxquelles s’intéresse I'analyste dans le cadre des modéles
de files d’attente sont les probabilités d’état, que nous définissons de la facon suivante :
Pour n =0,1,2,... et t = 0,[16]

m;= probabilité de I’état n a 'instant t
= probabilité que n clients soient présents dans le systéme a l'instant t

Sous certaines conditions, les probabilités a long terme ou probabilités stationnaires

T = lim m

t—r o0

existent pour n = 0, 1,2, ... et définissent effectivement une mesure de probabilité :

i T, =1
n=0



Chapitre 2

Systémes markovien classique des files
d’attente

Dans ce chapitre nous allons étudier les différentes modéle des files d’attente
markoviennes (M/M/1, M/M/1/K, M/M/s).

2.1 Files d’attente markoviennes

En 1906, A. A. Markov a commencé I’étude d’un nouveau type de processus stochas-
tique, ce type de processus est appelé chaine de Markov. Les modéles de files d’attente
les plus simples a étudier et a analyser sont les modeéles markoviens ou la distribution des

arrivées et de service suit la loi exponentielle.

2.2  Quelque modéles de files d’attente

2.2.1 Modéle d’attente M /M /1

2.2.1.1 Description du modéle

En théorie des files d’attente, une file M/M/1 est un type de file d’attente classique.
écriture de se modéle en notion de Kendall est M/M/1, le flux des arrivées est poissonien

de taux A et les durées de service sont indépendantes et exponentiellement distribuées de

parametre p.
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La file M/M/1 est un exemple de processus de Markov & temps continu. Une file
M/M/1 peut étre vue comme un processus stochastique dont l’espace d’états est le nombre

de clients dans le systéme (en attente ou en train d’étre traités).

—_—
o —DQ

FIGURE 2.2.1.1 - Figure d’une file d’attente simple avec serveur unique.

Cette figure représente un exemple de file d’attente simple & nceud unique. Il y a un
seul serveur (représenté par le cercle) dans la figure a ce noeud. Les paquets arrivent dans
la mémoire tampon(représenté par le rectangle ouvert)dans la figure et recevoir le service
quand c’est son tour. Quand ils finissent de recevoir le service qu’ils quittent et peuvent

méme revenir pour un autre service plus tard.

ooo ..

FIGURE 2.2.1.2 - Graphe de transition d’une file M/M/1.

— Les clients arrivent selon une loi exponentielle de taux A, changeant 1’état du systéme
deiai-+ 1.

— Le taux de service suit une loi exponentielle de parameétre p.

— Un serveur traite les clients un par un selon le mode premier arrivé, premier servi.
Quand le service est fini, les clients quittent le systéme et le processus passe de 1’état

1alétati- 1.

2.2.1.2 Régime transitoire

Soit N(t) le nombre de clients présents dans le systéme a Uinstant t (¢ > 0). Gréce
aux propriétés fondamentales du processus de Poisson et de la loi exponentielle, N(t) est

un processus markovien homogene [2].

Les probabilités d’état m;(t) = P(N(t) = i) peuvent étre calculées par les équations

différentielles de Kolmogorov ci-dessous, connaissant les conditions initiales du processus.
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2.2.1.3 Equations Chapman-Kolmogorov

soit m(t) = {m(t);i € E} tel que mi(t) = P(N(t) = i) cette probabilité vérifient

I’équations d’états suivants :

g = A (t) + pmisa (t) — (A + p)m(t);
) = i (1) + Ao ();
; 1.

2.2.1.4 Régime stationnaire

On a la probabilité limite,

lim m,(t) = 7,

t— o0

I’état des équations de balance

(A + p)m = Ay + pmiga;
ATy = .

Sous la condition de la stationnarité du systéme p = % < 1, pour laquelle le régime

stationnaire existe, il est aisé d’obtenir les probabilités stationnaires

™= (1—=p)p",VneN

Condition de stationnarité :
A<

qui s’exprime simplement que le systéme est stable si le taux d’arrivée des clients est

inférieur au taux avec lequel le systéme évacue les clients.

Cette condition est aussi exprimée par la charge normalisée du systéme soit inférieure
al:p<l

La distribution stationnaire 7 = (7;) existe si et seulement si A < pu, et elle est

(-2

alors donnée par
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telle que :
mi(t) = P(N(t) = i) :la probabilité de nombre de clients dans un moment t égale i.

donc
mi=(1-p) ()"
on pose my = 1 — p, donc
mi = (p)".

pour tout ¢ > 0. Il s’agit donc de la distribution de probabilité de X - 1, ou X est une
variable aléatoire de loi géométrique de paramétre 1 — \/p.

Voici quelques remarques intéressantes au sujet de ce systéme.

La probabilité my représente la fraction moyenne de temps a long terme ot le serveur
est libre et la probabilité 1 — 7, la fraction moyenne de temps a long terme ot le serveur
est occupé.

2.2.1.5 Caractéristiques du systéme

Les mesures de performances sont liées par la relation de Little, et donner par :

e Nombre moyen de clients dans le systéme

D’ou :

e Nombre moyen des clients en train d’étre servis

Ngzl—ﬂ'o:p.

e Nombre moyen des clients dans la file

2

N, = Z(n— D, = i

n>1 L—p
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Le temps moyen qu’un client passe dans le systéme T, le temps moyen de service Ty et
le temps moyen d’attente dans la file T_Q sont obtenus a partir des formules de Little, ou

des distributions du systéme :

eTemps moyen de séjour d’un client dans le systéme

T =

> =l
S
—

AMl=p) p—=X\

e Temps moyen de service

— 1
Tg = —.
L

e Temps moyen de séjour d’un client dans la file

A

T,=T-Tg=—"——.
! VDY

Proposition 2.2.1.1. Dans une file d’attente en régime stationnaire, le nombre moyen
de clients est le produit du taux d’arrivée par le temps moyen de séjour d’un client dans

le systéeme.

2.2.2 Systéme M/M/1/K
2.2.2.1 Description du modéle

On considére un systéme a serveur simple identique a la file M/M/1 excepté que la

capacité de la file d’attente est finie[4].

s
—> —b@

FIGURE 2.2.2.1- File d’attente avec serveur unique et nombre K des client.
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\ ) A ) \
it u u W "

FIGURE 2.2.2.2 - Graphe de transition d’une file M/M/1/k.

On a donc toujours les hypothéses suivantes : le processus d’arrivée des clients dans
la file est un processus de Poisson de taux A et le temps de service d'un client est une
variable aléatoire exponentielle de taux p. Soit K la capacité de la file d’attente. Ce

systéme est connu sous le nom de file M/M/1/K.

L’espace d’états [E est maintenant fini : E = {0,1,2, ..., K}. La capacité de la file étant
limitée. Ainsi, le processus est considéré comme un processus de naissance et de mort :

un taux de naissance \; = A, pour tout i < K et le taux de mortalité u; = p pour tout
i #0.
2.2.2.2 Régime transitoire

Soit N(t) le nombre de clients présents dans le systéme a U'instant t (¢ > 0).

Les probabilités d’état mx () = P(N(t) = K') peuvent étre calculées par les équations

différentielles de Kolmogorov ci-dessous, connaissant les conditions initiales du processus.

2.2.2.3 Equations Chapman-Kolmogorov

soit w(t) = {m(t);i € E={0,1,2..., K}} tel que 7k (t) = P(N(t) = K) cette probabi-

lités vérifient I’équations d’états suivants :

IO — Ny 1 (1) + pga () — O+ ()
00 = iy (t) + Amo(1);

Z?:l TK — 1
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2.2.2.4 Régime stationnaire

On a la probabilité limite,

lim 7 (t) = 7k.

t—r o0

Le processus de naissance et de mort modélisant ce type de file d’attente est alors
défini de la fagon suivante :

\o— A, sin < K;
" 10, sin=K.

o, sin < K;
Hin = 0, sin=K.

2.2.2.5 Equation déquilibre

ATrg = pumry,

O+ )y = Ay -+ i

(N + p)my = Ay + pms;

AN+ )T = M1 + g 4;

\ UTTK = ATR_1.

ou
( )\ o .
To = KTy,
AT = a;
ATy = UTT3;

L AT = UTk.
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Tout les équations sont homogénes

T = PTo,
Ty = pPT1;
T3 = PTr2;

L Tk = PTK—1-

donc,
(™ = pmo;
Ty = P*To;
T3 = p°To;

— K
\’/TK—p 0.

permettant de calculer 7, se fait alors comme suit :

K K K
Y m=1)> prmo=1mYy pt =1
n=0 n=0 n=0
1_pK+1 ) 1_p
my——— = mn = ——.
0 1_p y 110 l_pK+17
d’ou
_(L=p)p",
n - 1_pK+17
alors :

T, = mop" pour n < K;
T =0 pour n > K;

1 1—p 1

= sio AE R (et —— si A= p);
Zizopn 1 — phtt K+1

o =
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2.2.2.6 Caractéristiques du systéme

e Nombre moyen des clients dans le systéme

: 1-p < p(1-p)
N — _ no__ n—1
N—Zmrn—l pkHZ”P _1_pk+1zn'0
n=0 n=0 n=0

p(1—p)1—(k+1)p" +kp*

p(1—p) d (1—/)’““ _1>

L—pFtdp \ (1 —p) 1=t (1-p)?
o L=(k+1)p" +kpM!
_1—p 1 — phtt

Lorsque K tend vers l'infini et p < 1, on retrouve les résultats de la M/M/1 :

N=_"_
L—p

e Nombre moyen des clients dans la file

Ny=) (n—Dm=N—(1-m).

Le temps moyen qu'un client passe dans le systéme T et le temps moyen d’attente dans
la file Tq sont obtenus a partir la loi de Little :

e Temps moyen de séjour d’un dans le systéme

T =

> =]

e Temps moyen de séjour d’un dans la file

T, =

q

>/|Q2|

2.2.3 Systéme M /M /s
2.2.3.1 Description du modéle

On considére un systéme identique a la file M/M/1 excepté qu'’il comporte s serveurs

identiques et indépendants les uns des autres. On conserve les hypothéses : processus
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d’arrivée des clients poissonien de taux A et temps de service exponentiel de taux p (pour

chacun des serveurs).

. o

FIGURE 2.2.3.1 - Figure d’une file d’attente avec plusieurs serveurs.

cette figure représente une file d’attente de noeud unique avec plusieurs serveurs en

paralléle. Un paquet peut étre envoyé a n’importe lequel des serveurs pour traitement.

A A A A A A
l° 000 l‘ 000 l° 1 ) gge
u 2 in s s

(i+1)p

FIGURE 2.2.3.2 - Graphe de transition d’une file M /M/s.
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Ce systéme est connu sous le nom de file M/M/s. L’espace d’états E est, comme pour

la M/M/1 infini : E = {0,1,2,...}. On a un processus de naissance et de mort de taux :

A = A

0, si n=0;
P =< nu, si  0<n<s;
S, si n>s;

2.2.3.2 Régime stationnaire

Le systeme admet une distribution stationnaire si et seulment si ﬁ < 1 ou encoure
A < sp.
Cest-a-dire le taux d’arrivée est infériaur au taux total de service.
Probabilité d’états dans le cas stationnaire

PP .
70 w2 % (3p0).. o (sp) - (sp) OV > s.

PE2E 2N L .
= 7TOH Mo _ { 0 2 p)* B)-—x (o) SL1<S8;

) mof, sii<s;
T, = i ..
o siy > s.

I
slgt—s)

On peut calculer 7, comme suit :

Ti A = mnu, pour i=1,....s-1;
Ti 1A = TS, pour i=s,s+1....

soitd T Emi_y, pouri=1,..s-1; . A
7 = Emi1, pour i=s,s+1.... 1]

On peut alors exprimer toutes les probabilités en fonction de g :

2

T = wb—=m;_1, pour i=s,s+1....

slst—s

0 .
{ T = ’;—!7(0, pour i=1,...,.s-1;
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La condition de normalisation nous permet de calculer la probabilité 7y, & condition bien
slir que cette série converge. On peut aisément vérifier que la condition de convergence de

cette série est identique a la condition de stabilité de la file, soit A < spu.

1
S E T
1=0 LLk=0 pp 1y
1
T = - —:
s—1 pt “+o0 p* !
Zi:o i + Zi:s ilsi—s
1
s—1 pt ps +o00 pz—s?
Zz‘:o mn + ol Zizs gi—s
En simplifiant, on obtient
1
o =

s—1 pit s g
Zi:O % + Z_' (s—p)
Lorsque s = 1, on retrouve bien les résultats de la file M/M/1 :
T = (1= p)p".

Tous les parameétres de performances peuvent se calculer dans le cas ou la file est stable

(A < sp) donc p < s.

2.2.3.3 Caractéristiques du systéme

e Nombre moyen des clients dans le systéme

s+1

N:Ziﬂi:p‘i‘(S_p
=0

Ms—p) "

e Nombre moyen des clients dans la file

NS = p.
e Nombre moyen de clients dans la file

N, =N -7
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e Temps moyen de séjour d’un client dans la file

— N,
Tq - Tq
e Temps moyen de séjour d’un client dans le systéme

T=T,+—.
7



Chapitre 3

Différents types de files d’attente a
temps discret.

Dans ce chapitre nous allons étudier les différentes modélisations d'une file d’attente
markovienne en temps discret(Geo/Geo/1, Geo/Geo/1/K+1, Geo/Geo/s).

3.1 Files d’attente markoviennes en temps discret

Dans une file d’attente en temps discret, les arrivées et les départs sont modélisés
comme des processus stochastiques discrets. Cela signifie que les moments ot les clients
arrivent ou quittent la file d’attente sont aléatoires et suivent une distribution de proba-
bilité spécifique. Et une alternative importante aux systémes a temps continu qui sont le
plus souvent utilisés en modélisation.

Jusqu’a présent, les files d’attente étudiées ont une distribution de temps de service expo-
nentielle (M/M/1,...). Cette distribution peut étre considérée approprier pour modéliser
la durée de conversations téléphoniques dans un systéme de télécommunications classique.
Mais le modeéle en temps continu n’est qu’une approximation dans un certain sens par ce
que les choses se produisent en temps discret, donc si méme on choisit a certains temps,
il va a la seconde, ou a la milliseconde...ect, nous pouvons le considérer comme une dis-
tribution discréte, donc la durée est prise pour étre un slot.

Dans le systéme, les arrivées rejoignent ou systéme immédiatement au début dun slot et

les départs sont enregistrés immeédiatement avant la fin de slot.
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Le client qui effectuant le service a la fin de slot j, laisse derriére ceux arrivées dans le slot

jiéme et ceux qui attendent au début de slot. Le client commence a étre servi toujours au
début d’'un slot.

(He— x

(D+— =

| ® | : | |
I = | | T |
-t 1 t+ (t+1)- (t+1) (t+1)+
D D
O L'arrivé de client
e Départ de client
~ II'_f Temps d'cbservation
o
(t+, (t+1)- L'intervalle hors de |"observation
t+ Temps aprés le départ possible
t Temps avant |arrivée possible

FIGURE 3.1.1- Slot de temps dans le systéme.

3.2 Processus de naissance et de mort en temps discret

Dans les modéles en temps discret de la file d’attente, on supposons que :

— le processus de naissance est un processus de Bernoulli, et

— le processus de mort est un processus de Bernoulli.
on supposons {S,,n = 0,1,2...} est appelé processus de Bernoulli, si § = 0 et
S, = Z?Zl X, ou les incréments X; sont des variables aléatoires indépendantes qui suit

le loi de Bernoulli.

Les parametres sont :

— \; : Probabilité qu’une naissance se produise lorsqu’il y a ¢ > 0 clients dans le
systéme.
Ainsi, le moment de la naissance deviendra alors naturellement une distribution
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géométrique car, dans chaque unité de temps, il a une probabilité A; il y a une
naissance.

— X\, =1 — )\, : Probabilité qu’aucune naissance ne se produise

— p; : Probabilité qu'un morts survienne lorsqu’il y a ¢ > 0 clients dans le systéme.

— Ji; = 1 — p; - probabilité qu’aucun morts ne se produise.

Hypothéses pour le modéle

— Les arrivées sont suit un processus de Bernoulli de paramétre ); , c¢’est-a-dire que
les temps entre les arrivées sont des variables aléatoires géométriques iid avec le
parameétre \;

— Les temps de service, indépendantes des arrivées, sont aléatoires géométriques iid
variable avec parameétre p;

on supposons S = {i : i > 0} indiquent le nombre de clients dans le systéme.

La matrice de probabilité de transition P est donnée par :

Ao Ao 0 o
Alul Alu_l_—l— )\1#1 L Alm 0.. .
0 /\g,ug )\Qm + )\2/12 )\Qm 0..
P = : 0

A Aifbi + Aipg o Ay 0.

Si P est irréductible, apériodique et positif 7 = lim 7(n) et satisfera les équations
n——ao0

stationnaires données par 7P = m,me = 1
Alors, m = [mg, 71, T2..
o — 7T0>\[) + 7T1)\1/,61

T = moAo + T (M + M) + modafi

Ti = T dio1 + TNl + Nipts) + T Mg flivr, 0> 2
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On a

i—1
Ao

_ _ Aili
T = = Mo, T =
A1pi =0 Aj+1H41

7o, 7;>1,[L0:O

A partir de la condition de normalisation me = 1, on obtient

Ty = ].+

oo 1—1 _ -1
i1t ]

i=1 j=0 )‘j+lﬂj+1

Notez que pour la stabilité, nous exigeons que 1+ 7, H;;B(/\ju_j)()\jﬂujﬂ)*l < 00

3.3 Quelque modéles de files d’attente en temps discret

3.3.1 Modéle d’attente Geo/Geo/1

3.3.2 Description du modéle

Le modéle de file d’attente a temps discret le plus simple est le Geo/Geo/1 systéme

qui est analogue au modeéle M/M/1 en temps continu.

Il a une capacité infinie avec une discipline de service FIFO. Le seul changement est que

les temps sont maintenant découpés en unités de temps discrétes, et le temps de l'inter-

arrivées et de service sont tous suit des distributions géométriques.

Nous considérons le cas lorsque A\; = A\, Vi > 0 et p; = p, Vi > 0, la matrice de transition

P devient

En appliquant la relation 7 = Pm, on obtient les équations d’état
Ty = WOX + mXM

71 = moA + T (NI + Ap) + modp
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T, = 771'—1)‘ + WZ(Xﬂ—f— /\,u) + 7Ti+1XM,’i Z 2

si nous supossons que o = %ﬁ, alors nous avons

ot )
T = (?) T, =>1
I

En utilisant la condition de normalisation, nous obtenons

= A A
mp=——=1-p, p=—
p z

Notez que pour la stabilité, nous exigeons que A < pu.

Par conséquent, pour un systéme stable, nous avons

—\ ]
Wi:(ﬂ—_)al7 1>1
274

3.3.3 Mesures de performance

e Nombre moyen des clients dans le systéme

N=E(X) = Yoo i

L~

A—
= 8l (q 4202 + 3% + ..);

—~

A—
= Bo(1+ 20+ 30% + ..);

_ (=p) _do .
wn Ydi-a)

e Nombre moyen des clients dans la file

= A
N, =Y im =E(X) -

=2
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e Temps moyen de séjour d’un client dans la file
Nous supposons que la discipline de file d’attente est FCFS. nous Laissons Tq est le temps

d’attente dans la file d’attente pour un client et laissez T, = P{T, = i},alors

4

d’on

e Temps moyen de séjour d’un client dans le systéme
soit T le temps d’attente dans le systéme, et T égale la somme de Tq et du temps de

service. Donc, la temps moyenne d’attente dans le systéme est

T=T,+—.
7

3.4 Modéle d’attente Geo/Geo/1/K+1

3.4.1 Description du modéle

La file d’attente Geo/Geo/1/k+1 est une file d’attente temporelle discréte avec une
capacité K < oo. Il s’agit d’une file d’attente avec une arrivée géométrique (A) et le temps

de service est distribué géométriquement avec le taux .
Nous considérons le cas lorsque A\, = A\, 0 <t < K, \; =0, Vi > K+ 1et u; =p, Vo > 1.

Dans ce cas, la matrice de transition P devient

A A 0
ML NI+ A A 0...
P=1| 0 Mt NI+ M A0

M ME+A A0
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on obtient les équations d’état
o = WOX + mXu,
71 = moA + T (AT + M) + T,
T = TN+ (NI + M) + mdp, 2<i < K,

Tr1 = TR AL+ T (7 + pA).

nous supposons o = %ﬁ, donc

M= —m, 1<i<K
TK+1 = )\—l_LWK = @K—iﬂo
)\,u )‘M

Aprés la normalisation, nous obtenons

A K o]
«

o = ]_+_—OJK+ —

R Y zﬂ]

3.4.2 Mesures de performance

e Nombre moyen de clients dans le systéme

N @a—KozK_l(l —a)+ (1 —af)
i (1—a)?

e Nombre moyen des clients en train d’étre servis

stl—ﬂ'o
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e Nombre moyen de clients dans la file :

K
N,=) im =E(X)- N,
=2
e Temps moyen de séjour d’un client dans la file

7. - Ve

T, By

e Temps moyen de séjour d’un client dans le systéme

T=T,+ -
W

3.5 Modéle d’attente Geo/Geo/s

3.5.1 Description du modéle

Un systéme de file d’attente a capacité illimitée. Les clients arrivent a la station-service
un par un qui une loi géométrique avec taux d’arrivée \, .1l existe s serveurs qui fournissent
le service a tous les clients entrants. Les temps de service sont des variables aléatoires qui
suit une loi géométrique indépendantes et distribuées de fagon identique avec le taux de
service [, .

Nous considérons le cas lorsque A\; = A, et

1= =), sii<s;
Fim 1 —p)e, sii>s

Probabilité d’états dans le cas stationnaire

i—1

Ajltj

=0 )‘j-&-lﬂj-i-l

T = 0
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( i—1 1—1
M7
j=0 j=0

si 1< s;

7o i—1 i—1 )
H)‘j+1HMj+1
Jj=0 Jj=0

T, —
S S
[IN]17
=0 =0 . .
To— = , sl 1 2>s.
D] Jrin
\ 3=0 J=0
(gm0l
= s .
To~——1 > Sl 1<s;
o ] [
J=0
T =
s=5=07 .
To—NEI > s
(X)SHHMJ'—H
\ j=0
donc
( ) i(i—1)
Az—lﬁT . . .
To—7 si 1< s;
-
J=0
T, —
75(5;1)
o2 .
o — sl 12> s.
~s+1 . —7
a-mye | |(T-7)
\ 3=0

A partir de la condition de normalisation me = 1, on obtient

400 i—1 -1

=113 [ Al

i=0 j=0 )\j+luj+1
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on a

o = Hz%@ NE
_j =S8

1=2 X’l
L Jj=0 j:0 |
r 7 -1
s—1 . i(i—1) _ s(s+1)
P\ A®
o= 145 2T
5 —i1 DN
=2 1t —
N[a-m)
L J=0 J

Tous les paramétres de performances peuvent se calculer dans le cas ot la file est stable
Py
(Xus < 1)

3.5.2 Mesures de performance

¢ Nombre moyen des clients dans le systéme

[eS) s—1 Z(Z s(s+1)
o ) )\z 1———=— )\s 5
B S, e
i=1 =2 i=s s+l —s\s —
AHl— XN —pr] o -
7=0 j=0
s—1 . )\171 7,(12 1) S)\Sus(sg»l)
= ]
i—1 s+1
— -
=2 7 —
Ma-w)

e Nombre moyen de clients en train d’étre servis :

stl—ﬂ'o

e Nombre moyen de clients dans la file

N,-N-N

s



3.5 Modéle d’attente Geo/Geo/s 51

e Temps moyen de séjour d’un client dans le systéme

— N,
T,=-1
I A
e Temps moyen de séjour d’un client dans la file
soit T le temps d’attente dans le systéme, et T égale la somme de T, et du temps de

service. Donc, la temps moyenne d’attente dans le systéme est

T=T,+—.
7



Chapitre 4

Simulation des modéles

Dans ce chapitre en va faire une simulation des modéles de file d’attente en temps conti-
nue (M/M/1, M/M/1/K, M/M/s) et en temps discret (Geo/Geo/1, Geo/Geo/1/K+1,

Geo/Geo/s).

4.1 Files d’attente en temps continu

4.2

4.2.1 Caractéristiques du systéme en fonction de variation de pa-

ramétre \

Dans ce tableau une application numérique pour la variation des caractéristiques du

Modéle M /M /1

systéme en fonction de A dans le modéle M/M/1,

on pose = 1.5

A

p

N

N,

T

1,

0.1

0.06666667

0.07142857

0.004761905

0.7142857

0.04761905

0.3

0.20000000

0.25000000

0.050000000

0.8333333

0.16666667

0.5

0.33333333

0.50000000

0.166666667

1.0000000

0.33333333

0.7

0.46666667

0.87500000

0.408333333

1.2500000

0.58333333

0.9

0.60000000

1.50000000

0.900000000

1.6666667

1.00000000

1.1

0.73333333

2.75000000

2.016666667

2.5000000

1.83333333

1.3

0.86666667

6.50000000

0.633333333

5.0000000

4.33333333
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w - o -
-
<
<
1z . Zz 7
~
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o [
1T T T T T 1T T T T 1
02 06 10 02 06 10

FIGURE 4.2.1.1 - Nombre moyen de clients dans le systéme (N) et dans la file (N,).

o
<
<
o -
= o — |_cl' o
o
S R B e S T T T
0.2 06 1.0 02 06 1.0

FIGURE 4.2.1.2 - Temps moyen de séjour d’un client dans le systéme T et dans la file
T,

Dans les graphiques précédents, nous remarquons que les valeurs des paramétres
N,N,,T,T, sont variées a sens croissant en fonction de la croissance des valeurs de . Et
¢a c’est logique, puisque a chaque fois on variée le taux de A donc on a plus de naissance
dans la file d’attente alors il y a une augmentation de nombre des clients dans le systéme.
Cela se traduit également par une augmentation au temps moyen de séjour d’'un client

dans la file et le systéme.
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4.2.2 Caractéristiques du systéme en fonction de variation de pa-

rameétre [

Dans ce tableau une application numérique pour la variation des caractéristiques du

systéme en fonction de p dans le modéle M/M/1,

on pose A = 1.4

P

N

N,

q

T

T,

q

1.6

0.8750000

7.000000

6.1250000

5.0000000

4.3750000

1.8

0.7777778

3.500000

2.7222222

2.5000000

1.9444444

2.0

0.7000000

2.333333

1.6333333

1.6666667

1.1666667

2.2

0.6363636

1.750000

1.1136364

1.2500000

0.7954545

2.4

0.5833333

1.400000

0.8166667

1.0000000

0.5833333

2.6

0.5384615

1.166667

0.6282051

0.8333333

0.4487179

2.8

0.5000000

1.000000

0.5000000

0.7142857

0.3571429

2 3 4 5 86 7
|

1
I

FIGURE 4.2.2.1 - Nombre moyen de clients dans le systéme (N) et dans la file (N,).



4.3 Modéle M/M/1/K 55
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FIGURE 4.2.2.2 - Temps moyen de séjour d’un client dans le systéme T et dans la file
T,

Et pour les graphiques dans le cas de variations des valeurs des paramétre N, Wq, T, Tq
en fonction de variations des valeurs de pu, nous remarquons que elles sont variées dans un
sens décroissant. Et ¢a c’est logique, puisque a chaque fois on variée le taux de service p
donc on a plus de mort dans la file d’attente alors il y a une décroissance de nombre des
clients dans le systéme. Cela se traduit également par une décroissance au temps moyen

de sé¢jour d’un client dans la file et le systéme.

4.3 Modéle M/M/1/K

4.3.1 Caractéristiques du systéme en fonction de variation de pa-
ramétre \

Dans ce tableau une application numérique pour la variation des caractéristiques du
systéme en fonction de A dans le modéle M/M/1/K,
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on pose k=10et p=1.50n:

A

p

N

N,

q

T

T,

q

0.1

0.06666667

0.07142857

0.004761905

0.7142857

0.04761905

0.3

0.20000000

0.24999977

0.049999791

0.8333326

0.16666597

0.5

0.33333333

0.49993790

0.166608334

0.9998833

0.33321667

0.7

0.46666667

0.87248483

0.405940115

1.2465811

0.57991445

0.9

0.60000000

1.45994701

0.861403485

1.6237817

0.95711498

1.1

0.73333333

2.37478937

1.650552052

2.1671685

1.50050187

1.3

0.86666667

3.62526578

2.793444379

2.8154700

2.14880337

on pose k=100et = 1.50n:

A

p

N

N,

q

T

T,

q

0.1

0.06666667

0.07142857

0.004761905

0.7142857

0.04761905

0.3

0.20000000

0.25000000

0.050000000

0.8333333

0.16666667

0.5

0.33333333

0.50000000

0.166666667

1.0000000

0.33333333

0.7

0.46666667

0.87500000

0.408333333

1.2500000

0.58333333

0.9

0.60000000

1.50000000

0.900000000

1.6666667

1.00000000

1.1

0.73333333

2.75000000

2.016666667

2.5000000

1.83333333

1.3

0.86666667

6.49994662

5.633280023

4.9999589

4.33329233

N

00

10 20 30

—— k=10

-+ k=100

FIGURE 4.3.1.1 - Nombre moyen de clients dans le systéme (V) .
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J—* k=10
k=100

20

FIGURE 4.3.1.2 - Nombre moyen de clients dans la file (N,).

—— k=10
-+ k=100

T
10 15 20 25
| |

FIGURE 4.3.1.3 - Temps moyen de séjour d’un client dans le systéme 7.

—— k=10
k=100

|
o

00 05 10 15 20

FIGURE 4.3.1.4 - Temps moyen de séjour d'un client dans la file Tq.

Dans les graphiques précédents, nous remarquons que les valeurs des paramétre

N,N,,T,T, sont variées a sens croissant en fonction de la croissance des valeurs de . Et
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¢a c’est logique, puisque a chaque fois on variée le taux de A donc on a plus de naissance
dans la file d’attente alors il y a une augmentation de nombre des clients dans le systéme.
Chaque fois on va changer la capacité du systéme nous remarquons que les courbes sont

identiques dans l'intervalle ou ils ont la méme valeur et un décalage dans l'autre et sa

grace a la différence de valeur de K.

4.3.2 Caractéristiques du systéme en fonction de variation de pa-

rameétre

Dans ce tableau une application numérique pour la variation des caractéristiques du

systéme en fonction de p dans le modéle M/M /1 /k,

onpose k=10et A\=1.4o0n:

J

p

N

Ny

T

1,

1.6

0.8750000

6.999860

6.1622376

4.9998998

4.3748999

1.8

0.7777778

3.500000

2.7371661

2.5000000

1.9444444

2.0

0.7000000

2.333333

1.6393850

1.6666667

1.1666667

2.2

0.6363636

1.750000

1.1161741

1.2500000

0.7954545

2.4

0.5833333

1.400000

0.8177785

1.0000000

0.5833333

2.6

0.5384615

1.166667

0.6287149

0.8333333

0.4487179

2.8

0.5000000

1.000000

0.5002443

0.7142857

0.3571429

on pose k=100 et A\=14 on :

1

P

N

N,

q

T

T,

q

1.6

0.8750000

3.7107388

6.1248598

4.9998998

4.3748999

1.8

0.7777778

2.7602778

2.7222222

2.5000000

1.9444444

2.0

0.7000000

2.1114398

1.6333333

1.6666667

1.1666667

2.2

0.6363636

1.6732335

1.1136364

1.2500000

0.7954545

24

0.5833333

1.3706482

0.8166667

1.0000000

0.5833333

2.6

0.5384615

1.1545167

0.6282051

0.8333333

0.4487179

2.8

0.5000000

0.9946263

0.5000000

0.7142857

0.3571429
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FIGURE 4.3.2.1 - Nombre moyen de clients dans le systéme (N) .
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FIGURE 4.3.2.2 - Nombre moyen de clients dans la file (N,).
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FIGURE 4.3.2.3 - Temps moyen de séjour d’un client dans le systéme 7.
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FIGURE 4.3.2.4 - Temps moyen de séjour d’un client dans la file T|,.

—— k=10

k=100

Et pour les graphiques dans le cas de variations des valeurs des paramétre N, Nq, T, Tq

en fonction de variations des valeurs de p, nous remarquons qu’elles sont variées dans un

sens décroissant. Et ¢a c’est logique, puisque a chaque fois on variée le taux de service

i donc on a plus de mort dans la file d’attente alors il y a une décroissance en nombre

des clients dans le systéme. Chaque fois qu’il y a moins de capacité dans le systéme nous

remarquons que les courbes sont décroissantes plus vite que les autres.

4.4 Modéle M/M /s

4.4.1 Caractéristiques du systéme en fonction de variation de pa-

ramétre \

Dans ce tableau une application numérique pour la variation des caractéristiques du

systéme en fonction de A dans le modéle M /M /s,

onpose s=3et u=3o0n:

P

N

N,

q

T

T,

q

0.1111111

0.1111416

3.051665e-05

0.3750000

0.04166667

0.2222222

0.2227290

5.067782e-04

0.4285714

0.09523810

0.3333333

0.3359906

2.657219e-03

0.5000000

0.16666667

0.4444444

0.4531060

8.661524e-03

0.6000000

0.26666667

0.5555556

0.5772231

2.166753e-02

0.7500000

0.41666667

0.6666667

0.7122940

4.562738e-02

1.0000000

0.66666667

N | O | W N~ >

0.7777778

0.8626578

8.487998e-02

1.500000

1.16666667
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onpose s=9>Het yu=3on:

p

N

N,

T

Ty

0.06666667

0.06666686

1.926643e-07

0.3571429

0.02380952

0.13333333

0.13334583

1.249829e-05

0.3846154

0.05128205

0.20000000

0.20014425

1.442500e-04

0.4166667

0.08333333

0.26666667

0.26748664

8.199708e-04

0.4545455

0.12121212

0.33333333

0.33648565

3.152315e-03

0.5000000

0.16666667

0.40000000

0.40941347

9.413474e-03

0.5555556

0.22222222

S| oo | w| o~ >

0.46666667

0.49009514

2.342847e-02

0.6250000

0.29166667

08

oW

02

0.08
l
;
i
w

Ny
0.04
|

FIGURE 4.4.1.2 - Nombre moyen de clients dans la file (N,).
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FIGURE 4.4.1.3 - Temps moyen de sé¢jour d'un client dans le systéme 7.
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FIGURE 4.4.1.4 - Temps moyen de séjour d'un client dans la file Tq.

Dans les graphiques précédents, nous remarquons que les valeurs des parameétres
N, Nq,T, Tq sont variées a sens croissant en fonction de la croissance des valeurs de \. Et
¢a c’est logique, puisque a chaque fois on variée le taux de A donc on a plus de naissance
dans la file d’attente alors il y a une augmentation de nombre des clients dans le systéme.
A chaque fois nous ajoutons les serveurs nous remarquons qu'il y a une réception de plus

des clients que d’autres.
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4.4.2 Caractéristiques du systéme en fonction de variation de pa-

rameétre [

Dans ce tableau une application numérique pour la variation des caractéristiques du

systéme en fonction de p dans le modéle M /M /s,

on pose s=3et A=3on:

A P N N, T T

2 | 0.5000000 | 0.5432959 | 0.0432958871 | 1.0000000 | 0.50000000
3 1 0.3333333 | 0.3418860 | 0.0085526253 | 0.5000000 | 0.16666667
4 | 0.2500000 | 0.2526645 | 0.0026644987 | 0.3333333 | 0.08333333
5 | 0.2000000 | 0.2010776 | 0.0010775995 | 0.2500000 | 0.05000000
6 | 0.1666667 | 0.1671814 | 0.0005147492 | 0.2000000 | 0.03333333
7 1 0.1428571 | 0.1431330 | 0.0002758533 | 0.1666667 | 0.02380952
8 | 0.1250000 | 0.1251608 | 0.0001607996 | 0.1428571 | 0.01785714

onpose s=>bet A\=3on:

N )N N, T T,

2 | 0.30000000 | 0.31395312 | 1.395312e-02 | 0.7142857 | 0.21428571
3 | 0.20000000 | 0.20125009 | 1.250090e-03 | 0.4166667 | 0.08333333
4 | 0.15000000 | 0.15022125 | 2.212537e-04 | 0.2941176 | 0.04411765
5 | 0.12000000 | 0.12005770 | 5.770116e-05 | 0.2272727 | 0.02727273
6 | 0.10000000 | 0.10001925 | 1.925068e-05 | 0.1851852 | 0.01851852
7 |1 0.08571429 | 0.08572190 | 7.612828e-06 | 0.1562500 | 0.01339286
8 | 0.07500000 | 0.07500341 | 3.409317e-06 | 0.1351351 | 0.01013514

AN
3] e T

FIGURE 4.4.2.1 - Nombre moyen de clients dans le systéme (N) .
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FIGURE 4.4.2.2 - Nombre moyen de clients dans la file (N,).
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FIGURE 4.4.2.3 - Temps moyen de séjour d’un client dans le systéme 7.
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FIGURE 4.4.2.4 - Temps moyen de séjour d’'un client dans la file Tq.

Et pour les graphiques dans le cas de variations des valeurs des paramétre N, Nq,T, Tq

en fonction de variations des valeurs de p, nous remarquons qu’elles sont variées dans un
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sens décroissant. Et ¢a c’est logique, puisque a chaque fois on variée le taux de service
i donc on a plus de mort dans la file d’attent alors il y a une décroissance de nombre
des clients dans le systéme. Chaque fois qu’il y a plus de serveurs dans le systéme nous

remarquons que les courbes sont décroissantes plus vite que les autres.

4.5 Files d’attente en temps discret

4.6 Modéle Geo/Geo/1

4.6.1 Caractéristiques du systéme en fonction de variation de pa-
rameétre \

Dans ce tableau une application numérique pour la variation des caractéristiques du

systéme en fonction de A dans le modeéle Geo/Geo/1,

on pose u = 0.9

1

(67

N

N,

q

T

T,

q

0.1

0.01234568

0.1125000

0.001388889

1.236111

0.1250000

0.2

0.02777778

0.2285714

0.006349206

1.365079

0.2539683

0.3

0.04761905

0.3500000

0.016666667

1.500000

0.3888889

0.4

0.07407407

0.4800000

0.035555556

1.644444

0.5333333

0.5

0.11111111

0.6250000

0.069444444

1.805556

0.6944444

0.6

0.16666667

0.8000000

0.133333333

2.000000

0.8888889

0.7

0.25925926

1.0500000

0.272222222

2277778

1.1666667
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FIGURE 4.6.1.1 - Nombre moyen de clients dans le systéme (N) et dans la file (N,).
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FIGURE 4.6.1.2 - Temps moyen de séjour d’un client dans le systéme T et dans la file
T,
Dans les graphiques précédents, nous remarquons que les valeurs des parameétres

N,N,,T,T, sont variées a sens croissant en fonction de la croissance des valeurs de \. Et
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¢a c’est logique, puisque a chaque fois on variée le taux de A donc on a plus de naissance
dans la file d’attente alors il y a une augmentation de nombre des clients dans le systéme.
Cela se traduit également par une augmentation au temps moyen de séjour d’un client

dans la file et le systéme.

4.6.2 Caractéristiques du systéme en fonction de variation de pa-
rameétre [

Dans ce tableau une application numérique pour la variation des caractéristiques du
systéme en fonction de p dans le modéle Geo/Geo/1.

on pose A = 0.1

N

N, T T

H o q

0.2

0.44444444

0.9000000

0.400000000

9.500000

4.5000000

0.3

0.25925926

0.4500000

0.116666667

4.833333

1.5000000

0.4

0.16666667

0.3000000

0.050000000

3.250000

0.7500000

0.5

0.11111111

0.2250000

0.025000000

2.450000

0.4500000

0.6

0.07407407

0.1800000

0.013333333

1.966667

0.3000000

0.7

0.04761905

0.1500000

0.007142857

1.642857

0.2142857

0.8

0.02777778

0.1285714

0.003571429

1.410714

0.1607143

FIGURE 4.6.2.1 - Nombre moyen de clients dans le systéme (N) et dans la file (N,).
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FIGURE 4.6.2.2 - Temps moyen de séjour d’un client dans le systéme T et dans la file
T

q-

Et pour les graphiques dans le cas de variations des valeurs des paramétre N, N, T, T,
en fonction de variations des valeurs de u, nous remarquons que elles sont variées dans un
sens décroissant. Et ¢a c’est logique, puisque a chaque fois on variée le taux de service p
donc on a plus de mort dans la file d’attente alors il y a une décroissance de nombre des
clients dans le systéme. Cela se traduit également par une décroissance au temps moyen

de séjour d’un client dans la file et le systéme.

4.7 Modéle Geo/Geo/1/K—+1

4.7.1 Caractéristiques du systéme en fonction de variation de pa-
rameétre \

Dans ce tableau une application numérique pour la variation des caractéristiques du

systéme en fonction de A dans le modele Geo/Geo/1/K+1,
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on pose k=3et £t =0.9 on :

I Q N N, T T,
0.1 | 0.01234568 | 4.553716e-05 | -0.19327735 | 1.236111 | -0.19327735
0.2 ] 0.02777778 | 5.186943e-04 | -0.19280792 | 1.365079 | -0.19280792
0.3 | 0.04761905 | 2.613035e-03 | -0.19074316 | 1.500000 | -0.19074316
0.4 ] 0.07407407 | 9.833640e-03 | -0.18368497 | 1.644444 | -0.18368497
0.5 ] 0.11111111 | 3.315583e-02 | -0.16115750 | 1.805556 | -0.16115750
0.6 | 0.16666667 | 1.113455e-01 | -0.08696728 | 2.000000 | -0.08696728
0.7 1 0.25925926 | 4.068906e-01 | 0.18520237 | 2.277778 | 0.18520237
on pose k=6et ut=0.9 on :
p a N Ny T 7,
0.1 | 0.01234568 | 2.117496e-10 | -0.003260982 | 1.107850 | -0.003260982
0.2 | 0.02777778 | 2.747374e-08 | -0.003260955 | 1.107850 | -0.003260955
0.3 | 0.04761905 | 6.972956e-07 | -0.003260290 | 1.107851 | -0.003260290
0.4 ] 0.07407407 | 9.879388e-06 | -0.003251224 | 1.107860 | -0.003251224
0.5 ] 0.11111111 | 1.125322¢-04 | -0.003150527 | 1.107961 | -0.003150527
0.6 | 0.16666667 | 1.281769e-03 | -0.002014702 | 1.109096 | -0.002014702
0.7 ] 0.25925926 | 1.814670e-02 | 0.014104160 | 1.125215 | 0.014104160

N
00 01 02 03 04
|

|
ELd
—|*

FIGURE 4.7.1.1 - Nombre moyen de clients dans le systéme (V) .
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FIGURE 4.7.1.3 - Temps moyen de séjour d’un client dans le systéme 7.
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FIGURE 4.7.1.4 - Temps moyen de séjour d'un client dans la file Tq.

Dans les graphiques précédents, nous remarquons que les valeurs des paramétre

N,N,,T,T, sont variées a sens croissant en fonction de la croissance des valeurs de
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A. Et ¢a c’est logique, puisque a chaque fois on variée le taux de A donc on a plud de
naissance dans la file d’attente alors il y a une augmentation de nombre des clients dans le
systéme. Chaque fois on changer la capacité du systéme nous remarquons que les courbes

sont identiques dans l'intervalle ou ils ont la méme valeur et un décalage dans l'autre et

sa grace a la différence de valeur de K.

4.7.2 Caractéristiques du systéme en fonction de variation de pa-

rameétre

Dans ce tableau une application numérique pour la variation des caractéristiques du

systéme en fonction de p dans le modele Geo/Geo/1/K+1,

on pose k=3et A=0.1on:

p a N Ny T 7,
0.2 | 0.44444444 | 2.754114e-01 | 0.11199096 | 5.111991 | 0.11199096
0.3 | 0.25925926 | 6.477062e-02 | -0.06794883 | 3.265385 | -0.06794883
0.4 | 0.16666667 | 2.016597e-02 | -0.10864936 | 2.391351 | -0.10864936
0.5 ] 0.11111111 | 7.176258e-03 | -0.12089397 | 1.879106 | -0.12089397
0.6 | 0.07407407 | 2.658405e-03 | -0.12523734 | 1.541429 | -0.12523734
0.7 1 0.04761905 | 9.417278e-04 | -0.12690983 | 1.301662 | -0.12690983
0.8 | 0.02777778 | 2.803964e-04 | -0.12756040 | 1.122440 | -0.12756040
onpose k=6et A=0.1on:
p p N N, T 7,
0.2 | 0.44444444 | 5.698510e-02 | 0.042799424 | 5.042799 | 0.042799424
0.3 | 0.25925926 | 2.576575e-03 | -0.007540438 | 3.325793 | -0.007540438
0.4 | 0.16666667 | 2.121887e-04 | -0.009800440 | 2.490200 | -0.009800440
0.5 0.11111111 | 2.235415e-05 | -0.009984849 | 1.990015 | -0.009984849
0.6 | 0.07407407 | 2.453132e-06 | -0.010004370 | 1.656662 | -0.010004370
0.7 1 0.04761905 | 2.308588e-07 | -0.010006564 | 1.418565 | -0.010006564
0.8 | 0.02777778 | 1.364390e-08 | -0.010006780 | 1.239993 | -0.010006780
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FIGURE 4.7.2.3 - Temps moyen de séjour d’un client dans le systéme 7.
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FIGURE 4.7.2.4 - Temps moyen de séjour d’un client dans la file T|,.

Et pour les graphiques dans le cas de variations des valeurs des paramétres N, Nq,T, Tq

en fonction de variations des valeurs de p, nous remarquons qu’elles sont variées dans un

sens décroissant. Et ¢a c’est logique, puisque a chaque fois on variée le taux de service

i donc en a une mort dans la file d’attente alors il y a une décroissance de nombre des

clients dans le systéme. A Chaque fois qu’il y a moins de capacité dans le systéme nous

remarquons que les courbes sont décroissantes plus vite que les autres.

4.8 Modéle Geo/Geo/s

4.8.1 Caractéristiques du systéme en fonction de variation de pa-

ramétre \

Dans ce tableau une application numérique pour la variation des caractéristiques du

systéme en fonction de A dans le modéle Geo/Geo/s,

onpose s=3et u=09on:

) o] N N, T T,
0.1 ] 0.01234568 | 3.169109 2.556023 | 1.366713 | 0.2556023
0.2 1 0.02777778 | 3.169109 2.556023 | 1.622316 | 0.5112046
0.3 | 0.04761905 | 3.169110 2.556023 | 1.877918 | 0.7668070
0.4 | 0.07407407 | 3.169111 2.556024 | 2.133521 | 1.0224098
0.5 0.11111111 | 3.169115 2.556029 | 2.389126 | 1.2780144
0.6 | 0.16666667 | 3.169135 2.556047 | 2.644739 | 1.5336283
0.7 | 0.25925926 | 3.169237 2.556144 | 2.900412 | 1.7893009
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on pose s=6¢et u=0.9on :

A

(07

N

N,

q

T

T,

q

0.1

0.01234568

2.692322¢-08

4.553858¢e-08

1.111111

4.553858¢e-08

0.2

0.02777778

2.692322e-08

4.553858e-08

1.111111

4.553858¢e-08

0.3

0.04761905

2.692322e-08

4.553858e-08

1.111111

4.553858e-08

0.4

0.07407407

9.692322e-08

4.553858e-08

1.111111

4.553858e-08
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Dans les graphiques précédents, nous remarquons que les valeurs des parameétres
N,N,,T,T, sont variées a sens croissant en fonction de la croissance des valeurs de .

Et ¢a c’est logique, puisque a chaque fois on variée le taux de A donc en a une naissance

dans la file d’attent alors il y a une augmentation de nombre des clients dans le systéme.

A chaque fois nous ajoutons les serveurs nous remarquons que le regoivent des clients plus

que 'autre.

4.8.2 Caractéristiques du systéme en fonction de variation de pa-
rameétre [

Dans ce tableau une application numérique pour la variation des caractéristiques du
systéme en fonction de p dans le modéle Geo/Geo/s,

onpose s=3et A\=0.1on:
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0 @ N N, T T,
0.2 | 0.44444444 | 13.89405 | 13.01991 | 6.301991 | 1.301991
0.3 | 0.25925926 | 13.88564 | 13.01154 | 4.634487 | 1.301154
0.4 | 0.16666667 | 13.88418 | 13.01009 | 3.801009 | 1.301009
0.5 0.11111111 | 13.88385 | 13.00976 | 3.300976 | 1.300976
0.6 | 0.07407407 | 13.88376 | 13.00968 | 2.967634 | 1.300968
0.7 | 0.04761905 | 13.88374 | 13.00966 | 2.729537 | 1.300966

0.8 [ 0.02777778 | 13.88374 | 13.00965 | 2.550965 | 1.300965

onpose s=6et A\=0.1on:

L o} N N, T T,

q q

0.2 | 0.44444444 | 0.0002457940 | 0.0001966615 | 5.000020 | 1.966615e-05

0.3 | 0.25925926 | 0.0002450919 | 0.0001960764 | 3.333353 | 1.960764e-05

0.4 | 0.16666667 | 0.0002450774 | 0.0001960644 | 2.500020 | 1.960644e-05

0.5 | 0.11111111 | 0.0002450771 | 0.0001960641 | 2.000020 | 1.960641e-05

0.6 | 0.07407407 | 0.0002450771 | 0.0001960640 | 1.666686 | 1.960640e-05

0.7 | 0.04761905 | 0.0002450771 | 0.0001960640 | 1.428591 | 1.960640e-05

0.8 | 0.02777778 | 0.0002450771 | 0.0001960640 | 1.250020 | 1.960640e-05

—— g=3 —— g=f

|
0.0002455

N
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13.884
|
— o
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o
o
0.0002451
|
qdo
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FIGURE 4.8.2.1 - Nombre moyen de clients dans le systéme (N) .
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Et pour les graphiques dans le cas de variations des valeurs des paramétre N, Nq,T, Tq
en fonction de variations des valeurs de p, nous remarquons qu’elles sont changées dans
un sens décroissant. Et ca c’est logique, puisque a chaque fois on variée le taux de service
i donc en a une mort dans la file d’attente alors il y a une décroissance de nombre des
clients dans le systéme. A Chaque fois qu’il y a Plus de serveurs dans le systéme nous

remarquons que les courbes sont décroissantes plus vite que les autres.



Conclusion

En conclusion, les files d’attente sont un phénoméne complexe qui peut étre étudié sous
différents angles. Que ce soit en tant que phénomeéne social, économique ou psychologique,
les files d’attente ont un impact sur notre vie quotidienne et notre expérience en tant que

consommateurs ou visiteurs.

En comprenant les facteurs qui influencent les files d’attente et en utilisant des
stratégies efficaces pour les gérer, les entreprises et les organisations peuvent améliorer
I'expérience de leurs clients et visiteurs, tout en créant des opportunités pour une analyse

plus approfondie du phénomeéne des files d’attente.

En résumé, la mise en file d’attente en temps discret est un concept mathématique
important avec des applications dans de nombreux domaines. La théorie des files d’attente
permet d’optimiser les ressources disponibles et de minimiser les temps d’attente pour
les clients, tandis que les réseaux de files d’attente permettent de modéliser des systémes
complexes avec plusieurs files d’attente interconnectées. Les files d’attente & temps discret
sont un outil important pour gérer efficacement les systémes et les ressources dans de

nombreux domaines.
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