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Résumé 
Cette étude s'est concentrée sur l'analyse des propriétés structurales, électroniques et élastiques 

des matériaux Rh3Ti et Rh3V en utilisant une approche de calcul ab initio basée sur la méthode 

FP-LAPW (Full-Potential Linearized Augmented Plane Wave) implémentée dans le code 

WiEn2K. En utilisant l'approximation GGA (Generalized Gradient Approximation) pour le 

terme d'échange et de corrélation, nous avons réussi à reproduire avec précision les propriétés 

structurales et électroniques de ces matériaux. Les résultats obtenus concordent favorablement 

avec d'autres études théoriques pour la structure cubique de ces composés. De plus, nous avons 

déterminé que les matériaux Rh3Ti et Rh3V présentent un comportement métallique dans nos 

calculs. Cette recherche contribue ainsi aux progrès théoriques visant à explorer les différentes 

caractéristiques de ces matériaux, tout en offrant des perspectives précieuses pour l'interprétation 

des futures expériences expérimentales. 

Mots clés : Calcul ab initio, FP-LAPW, Propriétés structurales, Propriétés électroniques, 

Comportement métallique, Approximation GGA, Code WiEn2K. 
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Abstract 
This study focused on analyzing the structural, electronic, and elastic properties of Rh3Ti and 

Rh3V materials using the ab initio approach based on the FP-LAPW (Full-Potential Linearized 

Augmented Plane Wave) method implemented in the WiEn2K program. By employing the GGA 

(Generalized Gradient Approximation) approximation for the exchange and correlation term, we 

were able to accurately reproduce the structural and electronic properties of these materials. The 

obtained results demonstrated good agreement with other theoretical studies for the bulk 

structure of these compounds. Additionally, our calculations revealed that Rh3Ti and Rh3V 

materials exhibit metallic behavior. Therefore, this study contributes to the theoretical 

advancements in exploring the various properties of these materials, providing valuable insights 

for interpreting future experiments. 

Keywords: Ab initio calculations, FP-LAPW, Structural properties, Electronic properties, 

Metallic behavior, GGA approximation, WiEn2K program. 
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 ملخص

 باستخدام Rh3V و Rh3Ti لمواد والمرونة والإلكترونية الهيكلية الخواص تحليل على تركز الدراسة هذه

 .WiEn2K برنامج في المنفذة FP-LAPW (Full-Potential Linearized Augmented Plane Wave) طريقة

  هذا في لترابطوا التبادل لمصطلح GGA (Generalized Gradient Approximation) تقريب استخدام تم

  المواد لهذه والإلكترونية الهيكلية الخواص إنتاج إعادة من بنجاح تمكنا الطريقة، هذه بواسطة. النهج

  تتصف Rh3V و Rh3Ti مواد  أن الحسابات أظهرت. الكتلي للهيكل الأخرى النظرية النتائج مع تتفق بطريقة

وتقدم   المواد لهذه المختلفة الخواص لاستكشاف  النظرية الجهود في الدراسة هذه تساهم. معدني بسلوك

  أساساً قوياً لتفسير البيانات التجريبية المستقبلية

 

  معدني، سلوك الإلكترونية، الخواص الهيكلية، الخواص ،FP-LAPW إنيتيو، أب دراسة: الرئيسية الكلمات

   .WiEn2K برنامج ،GGA تقريب
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La physique de la matière condensée et la science des matériaux jouent un rôle de plus en 

plus important dans les applications technologiques, et ce rôle ne fera que progresser dans 

beaucoup de domaine.  

Avant d’employer les matériaux (solides) dans l’industrie, il faut s’assurer de la qualité de 

leurs propriétés structurales, électroniques, mécaniques thermodynamiques et optiques. 

Les propriétés physiques d’un solide sont étroitement liées au comportement des électrons 

qui le constituent. Le principal but de la théorie de la matière condensée est de résoudre le problème 

de la structure électronique des solides. La théorie de la structure électronique est utile à la fois 

pour comprendre et interpréter les résultats expérimentaux, et pour servir comme moyen de 

prédiction. 

  Pour une compréhension fondamentale de la structure électronique et par conséquent des 

propriétés des matériaux, les théoriciens ont développé des méthodes basées sur des modèles semi-

empiriques. De tels modèles comportent souvent de nombreux paramètres ajustables aux données 

expérimentales. D’autre méthodes de calcul plus rigoureuses et plus sophistiquées dites ab-initio, 

basés sur la théorie quantique fondamental, utilisent seulement les constantes atomiques comme 

paramètres d’entrées pour la résolution de l’équation de Schrödinger. Ces méthodes sont devenues 

aujourd’hui un outil de base pour l’étude des propriétés structurales, électroniques, mécaniques et 

optiques des molécules et des matériaux. 

La puissance des calculs ab-initio a pour origine le formalisme de la théorie de la 

fonctionnelle de densité (DFT) et ses deux approximations de l’énergie d’échange et de corrélation 

: l’approximation de la densité locale (LDA) et l’approximation du gradient généralisé (GGA).  

Le formalisme de base de la DFT est basé sur le théorème de Hohenberg et Kohn (1964) 

qui repose sur la considération que l’énergie totale d’un système est une fonctionnelle de la densité 

électronique. 

Parmi les méthodes ab-initio, la méthode FP-LAPW est l’une des plus précises, 

actuellement pour le calcul de la structure électronique des solides dans le cadre de la théorie de 

la fonctionnelle de la densité (DFT). 
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Cette étude a pour but la détermination par la méthode FP-LAPW des propriétés 

structurales,  électroniques et élastiques des composes  Rh3Ti et Rh3V. 

Le travail que nous présentons dans ce mémoire comprend trois chapitres : 

  Le premier chapitre présente un petit historique concernant les méthodes de calculs, ses 

différents modèles pour résoudre l’équation de Schrödinger, les approches ab initio constituant le 

fondement de la théorie de la fonctionnelle de densité DFT, ainsi ses principes de base comme la 

fonctionnelle d’échange corrélation d’énergie. Ce dernier conditionne d’une manière cruciale la 

qualité les résultats obtenus. 

   le deuxième chapitre : nous décrivons la méthode  de calcul utilisée dans notre travail, en 

l’occurrence la méthode des ondes planes augmentées linéarisées (FP-LAPW) implémentée dans  

le code  Wien2k  . 

 Le troisième chapitre  consacré a l’étude des propriétés  structurales, électroniques et 

élastiques des composes  Rh3Ti et Rh3V par la méthode FP-LAPW en utilisant le code Wien2k.
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I.1 Introduction : 

 Les méthodes ab initio cherchent à prédire les propriétés des matériaux, par la résolution 

des équations de la mécanique quantique, sans utiliser de variables ajustables. Parmi les méthodes 

ab initio, la théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT: Density Fonctional Theory) développée 

en 1964 et 1965 par Hohemberg, Khon [1] , et qui est une reformulation du problème portant 

uniquement sur la densité électronique. Aujourd'hui, la DFT consistitue l'une des méthodes les 

plus utilisées pour les calculs quantiques de structure électronique du solide, car la réduction du 

problème qu'elle apporte permet de rendre accessible le calcul de l'état fondamental d'un système 

comportant un nombre important d'électrons. C'est donc une méthode de choix pour l'étude des 

propriétés physiques de l'état fondamental des solides. 

I.2  Fondements théoriques 

I.2.1  L'équation de Schrödinger 

 L'équation de Schrödinger permet de trouver les valeurs propres et les vecteurs propres 

associées aux régimes stationnaires d'un système donné. Cette équation, pour un système composé 

de Ne électrons liés, de coordonnées d'espace ir


, et de NN noyaux de charge ZN, de masse mN et 

de coordonnées d'espace NR


 s'écrit à la forme suivante 

  ( )   ( )NinnNin RrERrH


,,  =
                            (I.1) 

Où H est l'hamiltonien du système, n
 la fonction d'onde associée au niveau d'énergie En, 

avec n un nombre entier introduisant la quantification de l'énergie du système. 

 Le développement de l'hamiltonien H du système s'écrit 

 
=  = == == −

−
−

+
−

+








 
+−=

N e NeNe N

N NN

N

i

N

N iN

N

NN

NN

N

i ij ji

N

N N

N

N

i

i
rR

Z

RR

ZZ

rrm
H

1 ' 1 1'

'

111

1

2

1


    (I.2) 
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Les termes contenant les laplaciens i  et N   représentent l'énergie cinétique 

respectivement du ième électron et du Nième noyau. Les trois derniers termes décrivent 

respectivement les interactions électrostatiques électrons-électrons, noyaux-noyaux et noyaux-

électrons.  

 Cette équation reste trop compliquée pour que des solutions analytiques soient données 

même dans les cas d’interactions d’un nombre de particules peu élevé. C’est pourquoi les 

nombreuses approches visant à  résoudre cette équation font appel à quelques approximations 

fondamentales. 

I.2.2 Approximation de Born-Oppenheimer  

Etant donné que les noyaux sont bien plus lourds que les électrons, mnoyaux ≈ 1823 

mélectron. Par conséquent, les électrons réagissant quasi instantanément à une modification de la 

position des noyaux. On peut donc  théoriquement, en première approximation, étudier séparément 

le mouvement des électrons et celui des noyaux, c’est –à-dire, résoudre deux équations de type 

Schrödinger : l’une pour la partie nucléaire et l’autre pour la partie électronique. C’est 

l’approximation, dite adiabatique, de Born-Oppenheimer [2]. Dans cette approximation ; on 

recherche une solution de la fonction 
  ( )Nin Rr ,

  sous la forme: 

  ( )  ( )  ( )Ni
R

Nin RrRr
N

 ., =
                                                                   (I.3) 

Où   ( )NR  est la fonction d’onde nucléaire, 
 ( ).i

R
r

N


 est la fonction d’onde électronique 

correspondant aux positions NR  des noyaux figés. 

En écrivant l’hamiltonien H sous la forme : 

















−
+

−


−

−


+−+


−=   

= = = == 




=

e ee NNN N
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ji
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           (I.4) 

On fait apparaître un opérateur électronique Hél de la forme : 
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 
= = == 





= −
+
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
−

−
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+−=

ee NNe N
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                             (I.5) 

 Si on remplace (I.3) dans l’équation de Schrödinger, on obtient : 

 ( )  ( )  ( )i
R

Néli
R

él rRErH
NN

 .=
                                                                           (I.6) 

La fonction 
 ( )i

R
r

N


 est une fonction propre de l’opérateur Hél avec la valeur propre 

 ( )Nél RE
 , pour des positions  NR  des noyaux figés. 

Born et Oppenheimer ont aussi montré que le mouvement des noyaux est régi par une 

équation de type de Schrödinger : 

 ( )  ( )  ( )NnuclN

N

N

Nél

N

N RRR
m

N

 =







+


− 

=12

1

                                                                             

(I.7) 

Où 
 ( )Nél RE

 est l’énergie électronique évaluée par l’équation (I.6) , et Enucl  l’énergie des 

noyaux. 

 L’approximation de Born-Oppenheimer découple ainsi le mouvement des électrons et  

des noyaux. Dans cette approximation les noyaux sont considérés comme gelés leur 

mouvement n'est pas pris en compte. Il reste donc à résoudre l’hamiltonien électronique 

 ( )Nél R
 , où les  NR sont des paramètres fixés pendant les calculs. C’est encore un problème à 

Ne particules (électrons) insoluble directement par résolution de l’équation de Schrödinger dés que 

l’on dépasse quelques électrons. Pour ce la des approximations supplémentaires on était mis en 

point.  

I.2.3 Approximation de Hartree  

La résolution de l’équation (I.6) est impossible du fait d’un grand nombre de particules mis 

en jeu. Le traitement consiste à réduire le problème de Ne corps à celui d’une seule particule, ce 
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qui permet de considérer la fonction d’onde du système électronique  ( )ir   comme le produit 

direct des fonctions d’onde à une particule 
( )ii r

 

 

( ) ( ) ( ) ( )
eee NNN rrrrrr  .......;.......,, 221121 =

                                                          (I.8) 

 Cette approximation, prend on considération que les électrons sont indépendants, chacun 

entre eux mouvant dans le champ moyen créé par les autres électrons et par les noyaux. 

L’équation de Schrödinger à une particule, appelée équation de Hartree [3], s’écrit sous la 

forme: 

( ) ( )rrh iiii  =
                                                                                  (II.9) 

Où l’hamiltonien hi à un électron s’écrit 

( ) ( )rVrVh iextii ++−=
2

1

                                                                         (II.10) 

Où : 

 
( )rVext  représente à la fois le potentiel dû aux interactions noyaux-noyaux et celles des 

autres électrons-noyaux dans le système, et  

( ) ( )
rr

r
rdrV i

i

−


= 
3

                                                                                            (I.11) 

est le potentiel de Hartree pour le ieme électron qui remplace l’interaction coulombienne électrons-

électrons avec tous les autres électrons. 

 La densité d’électrons 
( )ri  dans l’équation (II.11) est donnée par 
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( ) ( )
( )

2

1



=

=
eN

ij
j

ji rr 

                                                                                               (I.12) 

Où la somme est faite sur les Ne états monoélectronique occupés. 

 En substituant les équations (I.10), (I.11)  et (I.12) dans (I.9) ; on trouve les équations de 

Hartree pour un système monoélectroniques : 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )rr

rr

r
rdrrV iii

j
N

ij
j

iexti

e




 =
−


+








+− 


=

2

1

3

2

1

                                (I.13) 

 Le potentiel de Hartree 
( )rVi  , donné par l’équation (I.11), qui détermine les fonctions 

d’ondes monoélectroniques 
( )ri  est exprimé en terme de ces mêmes fonctions d’ondes selon 

l’équation de (I.12). C’est la raison pour laquelle cette approche est appelée approximation du 

champ selfconsistante. 

 Mais, trouver une solution auto-cohérente avec la formulation de Hartree est une tache très 

ardue, surtout si le nombre d’électrons Ne mis en jeu est très grand. Très souvent la densité 

monoélectronique 
( )ri  est supposé  égale à la densité électronique totale ( )r ,i.e 

( ) ( ) ( )
=

==
eN

j

ji rrr
1

2



                                                                                     (I.14) 

Ainsi, le potentiel subit par chaque électron est le même, mais on introduit une interaction 

de chaque électron avec lui-même, ce qui est incorrect surtout pour des systèmes localisés tels que 

les atomes. 

I.2.3.1 Approximation de Hartree-Fock 

En 1930 Fock [4] a montré que les solutions de l’hamiltonien de Hartree [5] violent le 

principe d’exclusion de Pauli car elles ne sont pas antisymétriques par rapport à l’échange de deux 
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électrons quelconques. L’antisymétrisation de la fonction d’onde électronique s’écrit, en 

permutant deux électrons par exemple : 

( ) ( )
ee NjiiNjii rrrrrrrrrrrr ....,,,...,,,...,,....,,...,,,,...,, 121121 ++ −= 

                                    (I.15)  

Une telle description obéit donc au principe d’exclusion de Pauli qui impose à deux 

électrons de mêmes nombres quantiques de ne pouvoir occuper simultanément le même état 

quantique. Or, dans la formulation de Hartree de la fonction d’onde, cela n’est pas le cas ; car 

l’électron i occupe précisément l’état i. 

 Hartree et Fock ont Généralisé ce concept en montrant que le principe de Pauli est respecté 

si l’on écrit la fonction d’onde sous la forme d’un «  déterminant de Slater » 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
eeee

ee

ee

ee

NNeNNN

NN

NN

e

NN

rrr

rrr

rrr

N
rrr









...

............

...

...

!

1
,.....,,

2211

2222112

1221111

2211 =

                 (I.16) 

Où   représente le spin. 

La fonction    donnée par l’équation (I.16) conduit aux équations de Hartree-Fock  

Pour un système à une particule : 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )rr
rr

rr
rdr

rr

r
rdrV ii

N

ij
j

j

ij

i

N

ij
j

j

exti

e

ji

e







 =
−


−

















−


++−  


=


= 1

3

1

2

3
.*

2

1

    (I.17)  

Ces équations de Hartree-Fock sont difficiles à résoudre quand le système étudié comporte 

un grand nombre d’électrons. 

Les interactions électrons-électrons produisent des termes d’énergie supplémentaires en 

plus de ceux de l’approximation de Hartree, qui sont appelés termes d’énergie de corrélation selon 

Wigner [6]. 
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I.2.3.2 Approximation de Hartree-Fock-Slater 

Slater [7] approxime le terme d’échange en supposant qu’il possède un caractère local 

contrairement à l’AHF. Ce potentiel d’échange s’écrit sous la forme : 

( ) ( ) 31

4

3
6














−=






r
rVx

                                                                                        (I.18) 

Où   est un paramètre sans dimension et  ( )r  la densité de charge. Dans  ses calculs, 

Slater pose  =1, ce qui correspond à un gaz homogène sans interaction. Cette méthode   de 

Slater soulève deux points essentiels : premièrement la simplicité de ce potentiel par rapport à 

l’AHF (due au fait qu’il est local), deuxièmement, il donne une forme simple du terme d’échange-

corrélation. Toutefois le choix de ce potentiel pratiquement intuitif conduit à des résultats pas 

toujours satisfaisants. 

 De nos jours, l’une des plus importantes approximations dans le cadre du schéma 

monoélectronique est l’approximation  de la théorie de la Fonctionnelle de la Densité (DFT) qui 

présente la  réduction du problème a plusieurs corps en un problème a un corps dans un champ 

effectif. 

I.3  Théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT) 

I.3.1 Etat fondamental 

La DFT permet de déterminer, à l’aide de la seule connaissance de la densité électronique, 

les propriétés de l’état de base d’un système composé d’un nombre fixé d’électrons, en interaction 

coulombienne avec les noyaux. Elle a été élaborée dans les années 1960 par Hohenberg et Kohn 

[1]. L’idée de Hohenberg et Kohn fut d’étendre le principe du cas idéal d’un gaz homogène 

d’électrons à tout système électronique . 

 Aujourd’hui, on préfère une formulation légèrement plus générale et plus rigoureuse due à 

Lévy [8]. Considérons un système de Ne électrons en interaction, soumis à un potentiel extérieur

( )rVext , l’hamiltonien est alors  
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( )i

N

i

extélélélél rVVT
e


=

−− ++=
1                                                                                                                     

(I.18) 

Où T et Vél-él  sont respectivement les termes d’énergie cinétique et l’interaction entre 

électrons (en général coulombienne). 

 Pour des densités ( )r  obtenues à partir d’une fonction d’onde antisymétrique 

( )
eNrrr ,......,, 21

, Lévy a défini la fonctionnelle 

  


élélVTF −
→

+= min
                                                                                 (I.19) 

Où le minimum cherché est pris sur tous les   qui donnent la densité ( )r  .  F  est 

universelle dans le sens où elle ne dépend ni d’un système spécifique ni du potentiel extérieur. 

 L’état fondamental (EF) peut être déterminé par l’énergie EEF, la fonction d’onde EF  et 

la densité EF  . Ainsi les deux théorèmes de base de la DFT sont : 

- L’énergie de l’état fondamental est une fonctionnelle de la densité électronique ( )r . Cette 

fonctionnelle peut s’écrire donc, sous la forme : 

  ( ) ( )   EFext EFrrVrdE +=   3

                                                                 (I.20) 

- Pour un potentiel Vext et un nombre d’électrons Ne donnés, le minimum de l’énergie totale 

du système correspond à la densité exacte de l’état fondamental : 

( ) ( )   EFEFEFext EFrrVrd =+ 3

                                                                     (I.21) 
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I.3.2 Equations de Kohn-Sham 

Kohn et Sham (KS) [9] ont écrit l’énergie exacte de l’état fondamental d’un système en 

interaction dans un potentiel extérieur Vext sous la forme d’une fonctionnelle dépendant seulement 

de la densité électronique  ( )r  : 

( )  ( )  ( ) ( ) ( ) ( ) rE
rr

rr
rdrdrVrdrTrE xcexts 


 +

−


++= 

333

                     (I.22) 

Où les quatre termes du nombre de droite de l’équation (I.22) signifient respectivement : 

l’énergie cinétique d’un gaz d’électrons non-interagissants, l’énergie d’interaction avec le potentiel 

extérieur, l’énergie de répulsion électrostatique  électrons –électrons, et le terme lié à l’échange 

(qui provient de la nécessité pour un système contenant des fermions d’avoir des fonctions d’ondes 

antisymétriques vis-à-vis de l’échange de n’importe quelle paire de fermions de même nature) , la 

corrélation (i.e. le fait que statistiquement des électrons d’énergie quasi dégénérée puissent 

s’échanger et que dynamiquement les électrons peuvent « s’éviter » pour minimiser leur énergie) 

. 

 Dans ce cas Kohn et Sham proposent de résoudre le système d’équations auto- cohérentes 

suivant qui permet de trouver la densité  ( )r  qui minimise l’énergie du système 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )












=

=







+−=


=

eN

i

ii

i

KS

iieffiiKS

rfr

rrrVrH

1

2

2

1





                                                  (I.23) 

KS

i  et 
( )ri   étant respectivement les valeurs propres et les fonctions d’ondes propres 

monoélectroniques (dites de Kohn-Sham) à partir desquelles on détermine la densité électronique

( )r , Veff est le potentiel efficace dans le quel se déplacent les particules. 

( ) ( ) ( ) ( )rVrVrVrV xcHexteff ++=
            (I.24) 
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Où l’on a posé 

( ) ( )
rr

r
rdrVH

−


= 
3

 et  

( ) ( ) 
( )r

rE
rV xc

xc




=

         (I.25) 

 En remplaçant dans l’équation (I.22), l’énergie cinétique et la densité électronique par 

celles trouvées en résolvant le système (I.23), on trouve l’énergie  totale de l’état fondamental du 

système : 

 
( ) ( ) ( ) ( )  


 xcxc

N

i

i ErrVrd
rr

rr
rdrdE

e

+−
−


−= 

=

333

1

                            (I.26) 

 On note que les transformations de Kohn-Sham sont des transformations exactes. Le 

problème de Ne électrons en interaction est remplacé par un problème de Ne  électrons 

indépendants interagissant avec la densité électronique totale, ce qui simplifié considérablement 

les calculs. 

 Dans la formulation de Kohn-Sham, tous les termes de l’énergie, et leur potentiel associé, 

peuvent être évalués, sauf celui d’échange-corrélation, qui est source de problèmes. 

Ce terme 
 xcE

 n’est pas connu exactement même s’il apparaît comme un terme correctif. 

Dans tous les cas, on doit recourir à diverses approximations dont nous allons parler ensuite. 

I.3.3 Les approximations utilisées en DFT 

I.3.3.1 l'approximation de la densité locale  LDA 

L’approximation de la densité locale (LDA, local Density Approximation) est, 

historiquement, l’une des plus judicieuses approximations proposées pour résoudre le problème 

de la fonctionnelle d’échange corrélation. C’est une approximation assez radicale qu’il faut pour 

calculer
 xcE

. Elle a été proposée par Kohn et Sham [9] pour le cas d’un gaz d’électrons 

faiblement inhomogène, où la densité d’électrons (dans le schéma à une particule) varie peu de sa 

valeur dans le cas homogène. Dans cette approximation, la fonctionnelle peut s’écrire: 

  ( ) ( ) rrrdE LDA

xc

LDA

xc  =
3

                                                                            (I.27) 
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Où 
( ) rLDA

xc 
 est l’énergie d’échange-corrélation par particule dans un système 

d’électrons homogène de densité ( )r  , d’autres paramétrisations de fonctionnelles d’échange-

corrélation ont été développées par Wigner [10], Vosko-Wilk-Nussair [11], Perdew-Zunger [12], 

à l’aide de calculs Monte-Carlo quantiques variationnels (VQMC, Variational Quantum Monte - 

Carlo) de Ceperley et Alder [13] sur le gaz d'électrons. 

Les approximations de ce potentiel d’échange-corrélation sont cependant nettement 

meilleures si on fait usage des densités de spin, ce qui est la manière la plus aisée de tenir compte 

des règles de Hund On obtient alors l'Approximation de la densité local de spin (LSDA, Local 

Spin Density Approximation) et la fonctionnelle d’échange–corrélation s’écrit 

( )  ( ) ( ) ( ) rrrrdrE LSDA

xc

LSDA

xc =  ,3

                                                        (I.28) 

 Avec:    
+= 

                                                                                (I.29) 

 Où 


 et 


 désignent respectivement les densités d’électrons associées aux états de spin ( )up  

et ( )down . 

La plupart des paramétrisations de ces fonctionnelles LSDA ont été obtenues en calculant 

exactement l’énergie d’un gaz d’électrons infini pour différentes densités électroniques données 

[18, 19, 20]. Les formes analytiques de 
( ) ( ) rrLSDA

xc 
 ,

ne font pas appel à des paramètres 

externes empiriques dans la procédure de paramétrisation. 

I.3.3.2 L'approximation du gradient généralisé GGA 

La LSDA donne un bon résultat pour un système avec une densité lentement variable.   

Mais comme toute modélisation, la LSDA atteint ses limites lorsqu’il s’agit de traiter des 

systèmes dont la densité  ( )r  varie localement, à travers son gradient ( )r . 
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Les premières tentatives d’approximations consistaient à calculer systématiquement toutes 

les corrections des gradients de la forme  
( )r

 , 
( )2

r
, ( )r2  ,.... de la LDA.  

Cette approche a été appelée l’Approximation du Gradient Généralisé (GGA, Generalized 

Gradient  Approximation) dans laquelle 
( ) rExc   dépend de manière générale comme une 

fonction de la densité d’électrons et également de sa variation local. 
( ) rExc   est donné par :                            

( )  ( ) ( ) rrfrdrE GGA

xc

GGA

x  =  ,3

                                                                   (I.30) 

Où  
GGA

xcf
 dépend en particulier de la GGA utilisée. 

En pratique, les fonctionnelles GGA traitent séparément la  partie échange et la partie 

corrélation. L’énergie d’échange qui est facile à calculer peut être écrite de la manière suivant :           

  ( ) ( ) xFrrdEE
x

LDA

x

GGA

x

34
3−=

                                                             (I.31) 

Avec :             
3/4









=x

                                                                                   (I.32) 

Pour le spin  ,  le terme  x
  représente le gradient de densité réduit. La puissance 4/3 au 

dénominateur pour     a été introduite pour lui donner un caractère sans dimension. En fait, 

peut être considéré comme une mesure de l’inhomogénéité du système.    

Dans la fonctionnelle GGA de Perdew-wang 91 (PW 91) [14] l’énergie d’échange est 

décomposée en deux termes distincts :      

     ( )


+=  22
2

1
, 91

,

91

,

91 PW

x

PW

x

PW

x EEE
                                                  (I.33) 
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Car l’énergie d’échange ne concerné que les électrons de même spin. Chaque terme est 

calculé d’après l’équation (I.31) dans laquelle la fonctionnelle 
( )xFx  est déterminée par 

l’expression suivante : 

( )
( )

( ) 41

21001

004.07956.7sinh19645.01

1508.02743.0)7956.7(sinh19646.01
2








xxx

xexx
xF

x

x
++

−++
=

−

−−

                     (I.34) 

Avec:  ( ) 3/431232

1













=x

             (I.35) 

Ceci est raffinement par rapport à l’équation (I.32).  

L’approximation PW91 qui corrige à la fois l’échange et la corrélation a montré ses 

performances pour les atomes, les molécules et les surfaces  [15]. De nombreuses autres 

expressions pour les fonctionnelles GGA existent dans la littérature  ]. Ces différentes GGA 

différent des unes des autres sur la façon de paramétrer les termes de la LDA et la méthode de 

construction de
( ) ,GGA

xcf
. Elles dépendent aussi du choix des observables que L’on cherche à 

déterminer (structures électroniques, réactivité, structures de bande des systèmes périodiques). En 

physique, par exemple, la plus utilisée est  celle proposée  par  Perdew, Burke et Ernzerhof qu'on 

note généralement PBE [15]. En chimie on utilise celle développée par Becke en 1988 [16], qu’on 

note BLYP (qui est une combinaison de la fonctionnelle d'échange de Becke et une fonctionnelle 

de corrélation de Lee, Yang et Parr (LYP) 17]. L'expression 
( )xFx  de la correction BLYP est la 

suivante : 

( )





 xx

x
xFx 1

2

sinh61 −+
=

                                                                               (I.36) 

Le paramètre   est déterminé de façon a  reproduire dans la mesure du possible les 

énergies  d'échanges exactes des gaze rares, calculées par la méthode de Hartree –Fock. 
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I.3.4 Le cycle auto-cohérent de la DFT 

Ce processus commence par une superposition de densités atomiques pour construire la 

densité cristalline initiale 
)r(int



, cette densité est utilisée par la suite pour calculer le potentiel 

)(rV


 qui est utilisé dans la résolution des équations de Kohn et Sham d’une seule particule et la 

détermination de l’énergie de  Fermi.  Après cette étape,  une nouvelle densité de sortie est créée 

et testée suivant certaines conditions de convergence. Si cette densité obéit à ces conditions, on 

s’arrête, sinon on mixe les densités de sortie et d’entrée suivant l’équation (I.37) et le processus se 

répètent jusqu’à la convergence.   

i
out

i
in

1i
in )1(  +−=+

             (I.37) 

On peut présenter ce cycle par le schéma ci-après: 
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Figure I.1: Organigramme d'un calcul auto-cohérent dans une méthode basée sur la théorie de la 

fonctionnelle de la densité électronique DFT. 

La résolution de l'équation de Schrödinger (1.1) pour un système (Ne+Nn) corps en 

interaction n'est pas le cas simple, cette équation reste trop complexe,  donc il faut faire appelle à 

quelque approches, parmi ces approches l'approximation de Born-Oppenheimer, Hartree et 

Hartree-Fock. Malheureusement ces approches restent toujours assez approximatives. 

ρin Calcul de V(r) 

Détermination de EF 

Calcul de la densité ρout(r) 

Convergence ? Mélange de ρout, ρin 

Boucle " points K"  

Boucle " points K"  

non oui 
Fin de calcul 

Résoudre des équations 

KS pour une particule  
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C'est pourquoi Hohenberg-Khon [1] ont développé la méthode de la fonctionnelle de la 

densité DFT qui présente en effet l'avantage de prendre en considération la corrélation électronique 

directement au sien de son formalisme, et qui permet de déterminer a l'aide de seule connaissance 

de la densité électronique, les propriétés de l'état fondamental d'un système en interaction. 

Mais la DFT permet de reformuler le problème pas de la résoudre, pour ce la c'est 

l'approche de Kohn-Sham [13] qui s'est imposée, car le seul terme qu'elle laisse indéterminé est le 

plus petit de l'énergie total: le terme d'échange corrélation. Ce terme qui est traité ensuit par deux 

approximations très courant l'approximation de la densité locale LDA ,et l'approximation du 

gradient généralisé GGA . 

En supposant connus les fonctionnelles d'échange et de corrélation, il est théoriquement 

possible de résoudre les équations de Kohn-Sham. Ce pendant une telle résolution est encore loin 

d'être évidente. Il va falloir donc recourir à des méthodes et des approche numérique parmi les 

quelle en trouve LAPW exposée le prochaine chapitre.  
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 II.1- Introduction: 

Il existe plusieurs méthodes de calculs des structures de bandes, qui sont classées en trois 

principaux types selon qu’ils nécessitent des résultats expérimentaux ou des données 

fondamentales :  

 

✓ Les méthodes empiriques pour lesquelles les calculs nécessitent des résultats 

expérimentaux. 

 

✓ Les méthodes semi-empiriques pour lesquelles les calculs nécessitant à la fois des résultats 

expérimentaux et des données fondamentales. 

 

✓ Les méthodes ab-initio pour lesquelles les calculs nécessitent seulement les données 

fondamentales. 

 Ces dernières années, les chercheurs ont développé des méthodes basées sur des concepts 

théoriques appelées les méthodes de premier principe, parmi lesquelles on peut citer trois groupes 

de méthodes pour la résolution de l’équation de Schrödinger et basées sur la théorie de la 

fonctionnelle de la densité (DFT) : 

 

✓ Les méthodes basées sur une combinaison linéaire d’orbitales atomiques (LCAO) [1, 

2], utilisables, par exemple, pour les bandes «d» des métaux de transition. 

 

✓ Les méthodes dérivées des ondes planes orthogonalitsées (OPW) [2, 3] mieux adaptées 

aux bandes de conduction de caractère « s-p » des métaux simples. 

 

✓ Les méthodes cellulaires du type ondes planes augmentées (APW) [4] et la méthode de 

la fonction de Green de Korringa, Kohn et Rostoker (KKR) [5, 6] applicables à une 

plus grande variété de matériaux. 
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✓ Les méthodes linéarisées mises au point par Andersen [7] : Ondes planes augmentées 

linéarisées (LAPW) et orbitales «Muffin-Tin» linéarisées (LMTO), permettent de gagner 

plusieurs ordres de grandeur dans les temps de calcul. 

 

 

II.2 - La méthode des ondes planes augmentées linéarisées (FP-LAPW) : 

      La méthode LAPW (Linearized Augmented Plane Wave), correspond à une amélioration de la 

méthode dite des ondes planes augmentées (APW) élaborée par Slater [4, 8, 9]. (Les détails de 

cette méthode peuvent être trouvés dans le livre de Loucks [10]).  

Avant de décrire la méthode FP-LAPW, nous rappellerons les bases de la méthode APW. 

 

II.2.1. La méthode APW : 

Slater expose la méthode APW (Augmented Plane Wave) dans son article [4]. Il introduisit 

en 1937 des ondes planes augmentées (APW) comme des fonctions de base pour résoudre les 

équations à un électron, qui correspondent aujourd’hui aux équations de Kohn-Sham. 

         Dans le schéma de l’APW, la cellule primitive est divisée en deux types de régions : 

✓ Des sphères (MT) concentrées autour de tous les emplacements atomiques constitutifs et 

de rayons Rα 

✓ Une région interstitielle restante. 

Au voisinage du noyau atomique, le potentiel et les fonctions d’onde sont de la forme « Muffin-

Ti» (MT) présentant une symétrie sphérique à l’intérieur de la sphère MT de rayon Rα Entre les 

atomes le potentiel et les fonctions d’onde peuvent être considérées comme étant lisses.  

En conséquence, les fonctions d’onde du cristal sont développées dans des bases différentes selon 

la région considérée : Solutions radiales de l’équation de Schrödinger à l’intérieur de la sphère MT 

et ondes planes dans la région interstitielle figure II.1.  
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                                  Figure II.1: Potentiel « Muffin-Tin » 

 

Alors la fonction d’onde est de la forme : 

              𝜑( 𝑟→) = {

1

𝛺1 2⁄
∑ 𝐶𝐺𝑒

𝑖(𝐺+𝐾)𝑟 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑟 > 𝑅𝛼 (𝑖. 𝑒. 𝑟→ ∈ 𝐼𝐼)𝐺

∑ 𝐴𝑙𝑚𝑢𝑙(𝑟)𝑌𝑙𝑚(𝑟)𝑙,𝑚 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑟 < 𝑅𝛼 (𝑖. 𝑒. 𝑟→ ∈ 𝐼)
                       

(II-1) 

 

 

Où  Rα est le rayon de la sphère MT, Ω le volume de la cellule, 
C

G  et 
A

lm  les coefficients du  

développement en harmoniques sphériques
Y

lm . 

La fonction  
( )rul est une solution régulière de l’équation de Schrödinger pour la partie radiale qui 

s’écrit sous la forme : 

 

                  {−
𝑑2

𝑑𝑟2
+
𝑙(𝑙+1)

𝑟2
+ 𝑉(𝑟) − 𝐸𝑙} 𝑟𝑢𝑙(𝑟) = 0                                                        (II -2) 
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( )rV  représente le potentiel « Muffin-Tin » et 
E

l l’énergie de linéarisation. Les fonctions radiales 

définies par (II.2) sont orthogonales à tout état propre du cœur. Cette orthogonalité disparaît en 

limite de sphère [7] comme le montre l'équation de Schrödinger suivante : 

                           (𝐸2 − 𝐸1)𝑟𝑢1𝑢2 = 𝑢2
𝑑2𝑟𝑢1

𝑑𝑟2
− 𝑢1

𝑑2𝑟𝑢2

𝑑𝑟2
                                           (II -3) 

 

Où u1 et u2   sont des solutions radiales pour les énergies E1 et E2. Le recouvrement étant construit 

en utilisant l’équation (II.3) et en l’intégrant par parties. 

 

Slater justifie le choix particulier de ces fonctions en notant que les ondes planes sont des 

solutions de l’équation de Schrödinger lorsque le potentiel est constant. Quant aux fonctions 

radiales, elles sont des solutions dans le cas d’un potentiel sphérique, lorsque   El  est une valeur 

propre. Cette approximation est très bonne pour les matériaux à structure cubique à faces centrées, 

et de moins en moins satisfaisante avec la diminution de symétrie du matériau. 

Pour assurer la continuité de la fonction ( )r  à la surface de la sphère MT, les coefficients 

A
lm  doivent être développés en fonction des coefficients 

C
G des ondes planes existantes dans les 

régions interstitielles. Ces coefficients sont ainsi exprimés par l’expression suivante : 

                  
( )

( ) ( )GKYRgkjC
Ru

i
A lm

G

lG
l

l

lm ++


=  *

21

4






                                           (II -4) 

 

L'origine est prise au centre de la sphère, et les coefficients
A

lm   sont déterminés à partir 

de ceux des ondes planes 
C

G .Les paramètres d'énergie  El sont appelés les coefficients 

variationnels de la méthode APW. Les fonctions individuelles, étiquetées par G  deviennent ainsi 

compatibles avec les fonctions radiales dans les sphères, et on obtient alors des ondes planes 

augmentées (APW).  
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         Les fonctions APW sont des solutions de l'équation de Schrödinger dans les sphères, mais 

seulement pour l’énergie El. En conséquence, l’énergie El doit être égale à celle de la bande 

d’indice G . Ceci signifie que les bandes d'énergie (pour un point k) ne peuvent pas être obtenues 

par une simple diagonalisation, et qu’il est nécessaire de traiter le déterminant séculaire comme 

une fonction de l’énergie. 

La méthode APW, ainsi construite, présente quelques difficultés liées à la fonction 
( )Rul  

qui apparaît au dénominateur de l’équation (II.4). En effet, suivant la valeur du paramètre El , la 

valeur de 
( )Rul  peut devenir nulle à la surface de la sphère MT, entraînant une séparation des 

fonctions radiales par rapport aux fonctions d’onde plane. Afin de surmonter ce problème plusieurs 

modifications à la méthode APW ont été apportées, notamment celles proposées par Koelling [11] 

et par Andersen [7]. La modification consiste à représenter la fonction d’onde ( )r à l’intérieur des 

sphères par une combinaison linéaire des fonctions radiales 
( )rul et de leurs dérivées par rapport 

à l’énergie
( )rul


, donnant ainsi naissance à la méthode  FP-LAPW. 

 

II.2.3 Principe de la méthode LAPW : 

Dans la méthode LAPW, les fonctions de base dans les sphères MT sont des combinaisons 

linéaires des fonctions radiales 
( ) ( )rYru lml  et de leurs dérivées  

( ) ( )rYru lml


 par rapport à l’énergie. 

Les fonctions lu
 ont définies comme dans la méthode APW (II.3) et la fonction  

( ) ( )rYru lml


 doit 

satisfaire la condition suivante : 

 

                     

( )
( ) ( ) ( )rrururErV

r

ll

dr

d
lll =









−+
+

+− 
22

2 1

                                        (II -5) 
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Dans le cas non relativiste, ces fonctions radiales 
( )rul et 

( )rul


 assurent, à la surface de la sphère 

MT, la continuité avec les ondes planes de l’extérieur. Les fonctions d’onde ainsi augmentées 

deviennent les fonctions de base (LAPW) de la méthode FP-LAPW : 

                      

  

( )

( )

( ) ( )  ( )





















+













=



 +

IreiRrrYruruA

IIreiRreC

r

lmllmllm

G

rKGi

G

..

..
1

21









                           (II -6) 

 

Où les coefficients lm
 correspondent à la fonction 

( )rul


 et sont de même nature que les 

coefficients
A

lm .Les fonctions LAPW sont des ondes planes uniquement dans les zones 

interstitielles comme dans la méthode APW. A l’intérieur des sphères, les fonctions LAPW sont 

mieux adaptées que les fonctions APW. En effet, si El diffère un peu de l’énergie de bande E, une 

combinaison linéaire reproduira mieux la fonction radiale que les fonctions APW constituées 

d’une seule fonction radiale. Par conséquent, la fonction lu
  peut être développée en fonction de 

sa dérivée lu
et de l'énergie El. 

 

            𝑢𝑙(𝐸, 𝑟) = 𝑢𝑙(𝐸𝑙 , 𝑟) + (𝐸 − 𝐸𝑙)�̇�𝑙(𝐸, 𝑟) + 𝑂((𝐸 − 𝐸𝑙)
2)                                      (II -7) 

 

Où :
( )( )2

lEEO −
  représente l’erreur quadratique énergétique. 

La méthode LAPW assure ainsi la continuité de la fonction d’onde à la surface de la sphère 

MT. Mais, avec cette procédure, les calculs perdent en précision, par rapport à la méthode APW 

qui reproduit, elle, les fonctions d’onde très correctement, tandis que la méthode FP-LAPW 

entraîne une erreur sur les fonctions d’onde de l’ordre de 
( )2lEE −

et une autre sur les énergies de 
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bandes de l’ordre de
( )4lEE −

. Malgré cet ordre d’erreur, les fonctions LAPW forment une bonne 

base qui permet, avec un seul El, d’obtenir toutes les bandes de valence dans une grande région 

d’énergie. 

Lorsque cela n’est pas possible, on peut généralement diviser en deux parties la fenêtre 

énergétique, ce qui est une grande simplification par rapport à la méthode APW. En général, si lu
 

est égale à zéro à la surface de la sphère, sa dérivée lu
  sera différente de zéro. Par conséquent, le 

problème de la continuité à la surface de la sphère MT ne se posera pas dans la méthode LAPW. 

Takeda et Kubler [12] ont proposé une généralisation de la méthode LAPW dans laquelle 

N fonctions radiales et leurs (N-1) dérivées sont utilisées. Chaque fonction radiale possédant son 

propre paramètre Eli.de sorte que l’erreur liée à la linéarisation soit évitée. On retrouve la méthode 

LAPW standard pour N=2 et E11proche de E12, tandis que pour N>2 les erreurs peuvent être 

diminuées. Malheureusement, l’utilisation de dérivées d’ordre élevé pour  

assurer la convergence nécessite un temps de calcul beaucoup plus grand que dans la méthode  

FP-LAPW standard. Singh [13] a modifié cette approche en ajoutant des orbitales locales à la base 

sans augmenter l’énergie de cut-off des ondes planes. 

II.3- Les rôles des énergies de linéarisation El: 

Les fonctions lu
 et lu

 sont orthogonales à n’importe quel état de cœur strictement limité à 

la sphère MT. Mais cette condition n’est satisfaite que dans le cas où il n’y a pas d’états de cœur 

avec le même l, et par conséquent, on prend le risque de confondre les états de semi-cœur avec les 

états de valence. Ce problème n’est pas traité par la méthode APW, alors que le non orthogonalité 

de quelques états de coeur dans la méthode FP - LAPW exige un choix délicat de El dans ce cas, 

on ne peut pas effectuer le calcul sans modifier  El. 

La solution idéale dans de tels cas est d’utiliser un développement en orbitales locales. 

Cependant, cette option n’est pas disponible dans tous les programmes, et dans ce cas, on doit 

choisir un rayon de la sphère le plus grand possible. 
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Finalement, il faut remarquer que les divers El devraient être définis indépendamment les 

uns des autres. Les bandes d’énergie ont des orbitales différentes. Pour un calcul précis de la 

structure électronique, El. Doit être choisi le plus proche possible de l’énergie de la bande si la 

bande a le même l. 

 

II.4- Développement en orbitales locales : 

Le but de la méthode LAPW est d’obtenir des énergies de bande précises au voisinage des 

énergies de linéarisation  El.   [7]. Dans la plupart des matériaux, il suffit de choisir ces énergies 

au voisinage du centre des bandes. Ceci n’est pas toujours possible et il existe des matériaux pour 

lesquels le choix d’une seule valeur de El n’est pas suffisant pour calculer toutes les bandes 

d’énergie, c’est le cas pour les matériaux ayant des orbitales 4f [14,15] et les métaux de transition 

[16,17]. C’est le problème fondamental de l’état de semi - cœur qui est intermédiaire entre l’état 

de valence et celui de cœur. Pour pouvoir remédier cette situation on a recours soit à l’usage des 

fenêtres d’énergies multiples, soit à l’utilisation d’un développement en orbitales locales. 

 

II.4.1. La méthode LAPW+LO : 

Le développement de la méthode LAPW en orbitales locale consiste à modifier les orbitales 

de sa base pour éviter l’utilisation de plusieurs fenêtres, en utilisant une troisième catégorie de 

fonctions de base. Le principe est de traiter l’ensemble des bandes à partir d’une seule fenêtre 

d’énergie. Singh [13] a donné ces orbitales, notées « LO » sous forme d’une combinaison linéaire 

de deux fonctions radiales correspondant à deux énergies différentes et de la dérivée par rapport à 

l’énergie de l’une des de ces fonctions: 
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  𝜑(𝑟) =

{
 
 

 
 0 𝑟 > 𝑅𝛼 (𝑖. 𝑒. 𝑟→ ∈ 𝐼𝐼)

[(𝐴𝑙𝑚𝑢𝑙(𝑟, 𝐸𝑙) + 𝐵𝑙𝑚�̇�𝑙(𝑟, 𝐸𝑙)) + 𝐶𝑙𝑚𝑢𝑙(𝑟, 𝐸𝑙)]𝑌𝑙𝑚(𝑟) 𝑟 < 𝑅𝛼 (𝑖. 𝑒. 𝑟→ ∈ 𝐼)

 (II -8) 

Où les coefficients
C

lm  sont de la même nature que les coefficients
A

lm et lm
 définis 

précédemment. 

Une orbitale locale est définie pour un l et un m donnés et également pour un atome donné 

(dans la cellule unitaire, tous les atomes étant considérés et non seulement les atomes 

inéquivalents). Ces orbitales locales peuvent également être utilisées au-delà du traitement des 

états de semi-cœur pour améliorer la base vis-à-vis des bandes de conduction. Cette amélioration 

de la méthode LAPW est à l’origine du succès de la méthode de linéarisation basée sur la méthode 

LAPW dans la mesure où elle permet d’étendre cette méthode originelle à une catégorie de 

composés beaucoup plus large. 

 

II.4.2. La méthode APW+lo : 

Le problème rencontré dans la méthode APW concernait la dépendance de la  base vis-à-

vis de l’énergie. Cette dépendance a pu être éliminée dans la méthode LAPW+LO mais au prix 

d’une base de taille plus importante, de sorte que les méthodes APW et LAPW+LO sont toutes 

deux caractérisées par une limitation importante. Sjösted, Nordström et Singh [18] ont récemment 

apporté une amélioration supplémentaire en réalisant une base qui combine les avantages de la 

méthode APW et ceux de la méthode LAPW+LO. 

       Cette méthode est appelée « APW+lo » et correspond à une base indépendante de l’énergie 

(comme l’était la méthode LAPW+LO) mais qui ne requiert malgré tout qu’une énergie de coupure 

d’ondes planes très faiblement supérieure à celle de nécessaire dans le cadre de la méthode APW. 

Elle consiste à utiliser une base APW standard mais en considérant  
( )rul  pour une énergie El 

fixée de manière à conserver l’avantage apporté par la linéarisation du problème aux valeurs 

propres. Etant donné qu’il a été démontré précédemment qu’une base d’énergies fixes ne fournit 
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pas une description satisfaisante des fonctions propres, on y ajoute également des orbitales locales 

qui permettent d’assurer une flexibilité variationnelle au niveau des fonctions de base radiales. 

Une base « APW+lo » est définie par l’association des deux types de fonctions d’onde 

suivants: 

✓ Des ondes planes APW avec un ensemble d’énergies El fixées : 

    

( )

( )

( ) ( )

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
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


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
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


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                             (II -9) 

                    

✓ Des orbitales locales différentes de celles de la méthode LAPW+LO définies par : 

 

  

( )
( ) ( )  ( )





















+









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=
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r
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..0









                               (II -10) 

 

Dans un calcul, une base mixte LAPW et APW+lo  peut être employée pour des atomes différents 

et même pour des valeurs différentes du nombre l. En général, on décrit les orbitales qui convergent 

plus lentement avec le nombre des ondes planes (comme les états 3d des métaux de transition), ou 

bien les atomes ayant une petite taille de sphère avec la base APW+lo et le reste avec une base 

LAPW [19]. 

 

II.5.- Le concept de la méthode FP-LAPW: 

Dans la méthode des ondes planes augmentées linéarisées à potentiel total (Full Potential 

Linearized Augmented Plane Waves : FP-LAPW) [20] aucune approximation n’est faite pour la 

forme du potentiel ni de la densité de charge. Ils sont plutôt développés en des harmoniques du 
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réseau à l’intérieur de chaque sphère atomique, et en des séries de Fourrier dans les régions 

interstitielles. Ce qui est à l’origine du nom « Full-Potential ». Cette méthode assure donc la 

continuité du potentiel à la surface de la sphère MT et le développe sous la forme suivante : 
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De la même manière, la densité de charge est développée sous la forme : 
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II.6.- Wien2k: 

Dans ce travail, nous avons utilisé la méthode FP-LAPW, implémentée dans le code Wien2k 

[21]. Les principaux programmes nécessaires pour faire le calcul auto-cohérent sont : 

NN : C’est un programme qui donne les distances entre plus proches voisins, qui aide à déterminer 

le rayon atomique de la sphère. 

LSTART : Un programme qui génère les densités atomiques et détermine comment les différentes 

orbitales sont traitées dans le calcul de la structure de bande, comme des états du cœur avec ou 

sans orbitales locales. 

SYMMETRY : Il génère les opérations de symétrie du groupe spatial, détermine le groupe ponctuel 

des sites atomiques individuels, génère l’expansion LM pour les harmoniques du réseau et 

détermine les matrices de rotation locale. 

KGEN : Il génère une maille k dans la zone de Brouillin. 

DSTART : Il génère une densité de départ pour le cycle SCF par la superposition des densités 
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atomiques générées dans LSTART. Alors un cycle auto-cohérent est initialisé et répété jusqu'à ce 

que le critère de convergence soit vérifié. Ce cycle s’inscrit dans les étapes suivantes : 

LAPW0 : Génère le potentiel à partir de la densité. 

LAPW1 : Calcul les bandes de valence, les valeurs propres et les vecteurs propres. 

LAPW2 : Calcul les densités de valence. 

LCORE : Calcul les états du cœur et les densités. 

MIXER : Mélange la densité d’entré et de sortie. 

 

Les différents processus de calcul sont illustrés sur le diagramme de la figure II.2 
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Figure II.2 : Organigramme du code WIEN2k [4]. 
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II.1. Introduction : 

          Les métaux et les alliages métalliques présentent un intérêt technologique incontestable. La 

majeure partie du marché des métaux concerne la construction ou le transport. Bien que moins 

durs que la plupart des céramiques, ils présentent une propriété essentielle dans ces deux secteurs, 

à savoir la ductilité. Leur manque de rigidité est pallié par l’addition de différents éléments à des 

concentrations variables. Une solution intermédiaire pourrait être les intermétalliques [1]. Les 

composés intermétalliques constituent une large catégorie des matériaux. Formés de deux ou 

plusieurs éléments métalliques de type métal-métal ou métal-semi métal dont ses structures 

cristallines sont différentes de celles des métaux constitutifs. Ainsi, ces éléments sont répartis en 

proportions bien précises formant une solution solide ordonnée continue pour un ordre atomique 

à longue distance pour certains domaines de concentration [2]. 

        Les composés intermétalliques présentent des propriétés mécaniques et thermiques 

extraordinaires, une résistance mécanique élevée à haute température, une température de fusion 

élevée ainsi qu’une bonne résistance à la corrosion [3]. 

         Dans le présent travail nous avons choisi les composés Rh3X (X = Ti,V) . 

dans le composé Rh3Ti, qui cristallise dans la structure cubique avec le groupe spatial Pm-3m 

(numéro d'espace 221), 

Dans le composé Rh3V, qui cristallise également dans la structure cubique avec le groupe spatial 

Im-3m (numéro d'espace 229), 

Les atomes occupant les positions suivantes : 

 Rh (0,1/2, 1/2) et X (0, 0, 0). 
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 Figure III.1 : Représentation de la structure cristallisée des composés Rh3X (Ti,V) 

                  La compréhension profonde des propriétés électroniques, structurales et élastiques des 

matériaux exige l’étude et la connaissance parfaite du milieu physique c'est-à-dire connaitre la 

façon sous  laquelle les atomes sont placés et disposée. A ce moment la détermination des 

propriétés structurales comme première étape est très importante, pour avoir plus d’informations, 

du point de vue microscopique sur les propriétés du matériau à étudier et ceci avant d’accéder aux 

autres propriétés physiques (élastiques, électronique... Etc.). 

II.2-  Méthodes de calcul : 

Dans ce travail, nous avons calculé les propriétés structurales, électroniques du composé Rh3X 

(Ti,V) en utilisant la méthode des ondes planes linéairement augmentée (FP-LAPW) [4] 

implémentée dans le code Wien2K [5], dans le cadre de la théorie de la fonctionnelle de la 

densité (DFT) en utilisant l’approximation de la densité du gradient généralisée (GGA- PBE) 

paramétrée par Perdew, Burke Ernzerhof[6] pour traiter l’énergie d’échange et corrélation. Les 

fonctions de base, les densités d’électrons, et le potentiel sont calculés avec la géométrie du 

champ self-consistent, ces quantités sont étendues en combinaison harmonique sphérique autour 

des sites atomiques avec un cuttof (Imax=10), et en série de fourrier dans la région interstitielle. 
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Pour l’énergie de coupure qui définit la taille de la matrice induit par l’équation séculaire est 

RMT, KMAX = 7 ou RMT est le rayon du muffin-tin est  KMAX le rayon de coupure pour le vecteur 

de réseau réciproque. On a utilisé la maille  [10, 10, 10] tel que 1000 point dans la première zone 

de Brillouin. Les rayons muffin-tin choisis, et la configuration électronique de ce matériau sont 

classés. 

 

Tableau III.1 : les valeurs de  rayon  mufin-tin et la configuration électronique de Rh3Ti et Rh3V 

 

Matériau 

 

Configuration électronique Rayon muffin-tin RMT 

Rh3Ti 

 

Rh3V 

Rh : [Kr] 4d
8

5s1 

             Ti :  [Ar] 3d2 4s2 

Rh : [Kr] 4d
8

5s1 

   V:   [Ar] 3d3 4s2 

2,5 

2,2 

2.5 

2.1 

 

II.3.- Propriétés structurales : 

 

Pour la détermination des propriétés de l’équilibre statique, on a effectué un calcul self consistent 

de l’énergie totale pour plusieurs paramètres de réseaux « a » au voisinage du paramètre de réseau 

expérimental. La figure III.2 exprime la variation de l’énergie totale de l’état fondamental en 

fonction du volume avec les l’approximation GGA pour notre composé Rh3X (Ti,V). Le paramètre 

du réseau d’équilibre (a) est donné par le minimum de la courbe d’énergie totale E tot (V) en 

fonction du volume, le module de compressibilité B0  et sa dérivée B' sont  déterminés par 

l’ajustement de l’énergie totale obtenue  Etot (V) en utilisant l’équation d’état de Murnaghan (1944) 

[7]. 
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Où 𝐸(𝑉) représente l’énergie totale en fonction de volume de maille élémentaire  V, et 𝑉0 

le volume de la maille  primitive à une pression nulle, B0 et �̀�0 sont le module de compressibilité 

et sa dérivée, respectivement.  

La constante du réseau à l’équilibre à est donnée par le minimum de la courbe E(V) 
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Le module de compression B0  est déterminé par la courbure E(V) : 
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E
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La dérivée, par rapport à l pression, du module de compression B’, est donnée par : 

                                                                                
P

B
B




=' ……………………………………….  (III-4) 

 

A partir de l’ajustement de la courbe de figure (III.2) à l’aide de l’équation d’état de Murnaghan 

(III.1), nous avons calculé le volume, le module de  compressibilité et sa dérivée par 

l’approximation GGA. Les résultats obtenus comparés à d’autre théoriques et expérimentaux 

rapportés par la littérature sont consignés dans le tableau (III.2) 
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 Figure III.2 : La variation de l’énergie totale en fonction du volume obtenu par GGA du 

Rh3Ti. 
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Figure III.3 : La variation de l’énergie totale en fonction du volume obtenu par GGA du Rh3V. 

 

Tableau III-2: Calcul de la constante du réseau 0a , module de compressibilité 0B  et la première 

dérivée du module de compressibilité 0B  du composé Rh3Nb. 

 
0a (Å) 

 

B0(GPa) 
0B  

    

 Rh3Ti   

    

Nos calculs 

                                         

Expriment a   

 

3.844 

 

          3.822 

 

 

236.67 

 

219 

 

5.00 

3.780 

     

Rh3V  

    

Nos calculs 

                                         

Expriment a   

 

 

3,80 

 

3.795 

 

 

 

259.50 

 

225 

 

 

4.03 

 

4.67 

 

aRef [8]. 

 

L’analyse des résultats des paramètres de réseau d’équilibre obtenus  sont  surestimés  

par rapport aux données expérimentales. La surestimation des paramètres de réseaux est due 

essentiellement à  l’utilisation de l’approximation du gradient généralisé (GGA).  

 

                 D’après les résultats obtenus, nous remarquons que les valeurs du module de 

compressibilité sont sous-estimées par rapport aux données expérimentales de Rh3Ti et Rh3V.    

. 
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II.4- Propriétés électroniques : 

L’importance des propriétés électroniques d’un matériau réside dans le fait qu’elles nous   

permettent d’analyser et de comprendre la nature des liaisons qui se forment entre les différents 

atomes de ce matériau.  

II.4.1. Structure de bandes d’énergie : 

       Les bandes d'énergie donnent les énergies possibles d’un électron en fonction du vecteur 

d'onde. Ces bandes sont représentées dans 1'espace réciproque. Seules les directions et les points 

de hautes symétries dans la première zone de Brillouin sont traitées.  

    On définit le gap d'énergie comme la différence entre le maximum de la plus haute bande de 

valence et le minimum de la plus basse bande de conduction. La structure de bande de composé 

est  schématisée   dans   la figure (III.3). Ils se caractérisent un chevauchement des bandes de 

valence et conduction autour de niveau de Fermi qui indique que notre matériau à un caractère 

métallique. 
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Figure III.4.A: La structure de bande électronique de Rh3Ti 
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Figure III.4.B: La structure de bande électronique de Rh3Ti,V 

II.4.2 . Densité d'états : 

 

Dans la méthode LAPW la densité d’états totale peut être décomposée en deux DOS partielles ce 

qui permet de l’exprimer de la manière suivante: 

                                     ( ) ( ) ( )+=
l,t

t
l

out EgEgEg                                                  (III-5) 

Ou` ( )Egt
l  est le nombre d’états disponibles par unité d’énergie dans une cellule unité à l’énergie 

E à l’intérieur  de la  sphère t  présentant des harmoniques sphériques de nombre quantique 

azimutal ( l ). De la même façon,   on définit la densité d’états ( )Egout  mais dans la région 

interstitielle où les ondes sont planes et ne font pas intervenir le nombre quantique azimutal. 
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 Les résultats de notre calcul, concernant la densité d’états totale (TDOS) et partielles (PDOS), 

obtenus par la méthode FP-LAPW en utilisant l’approximation GGA. 

La position du niveau de Fermi est à 0 eV. De ces résultats, nous n’avons constaté que la région 

de l’énergie en dessous du niveau de Fermi de Rh3X, dominée par la contribution de l’état "d" Rh. 

La région de l'énergie juste au-dessus du niveau de l'énergie de Fermi est dominée par l’état "d" X 

avec la contribution de l’état "d" Rh, mais les valeurs des densités d’états "d" Rh sont assez faibles 

par rapport à l’état "d" X. 
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Figure III.5: la densité d’état totale (TDOS) du Rh3Ti 
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Figure III.6: la densité d’état totale (TDOS) du Rh3V 

 

 

              Dans ce chapitre, nous avons utilisé la DFT, dans le cadre de la méthode FP-LAPW et de 

l’approximation GGA pour étudier notre matériau Rh3X, calculé ces paramètres structuraux : a0, 

E0, B0 et B0 ′ en utilisant l’équation d’état de Birch- Murnaghan. L’examen des courbes de la 

densité d’état montre que notre matériau est un métal. L’étude de la densité d’état approuve le 

caractère métallique de notre composé. 

II.5. Propriétés Mécaniques : 

a. Constantes élastiques : 
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L’élasticité d’un corps solide représenté sa réponse sous forme de légère déformation quand il est 

soumis à des contraintes mécaniques externes. Les contraintes sont décrites par des tenseurs qui déterminent 

la direction des forces et le plan sur lequel elles s’appliquent. 

Les modules d’élasticité relient d’une façon linéaire le tenseur des contraintes à celui des 

déformations dans le régime où la loi de Hooke s’applique. Les matériaux cubiques possèdent trois modules 

d’élasticité indépendants, C11, C12, C44. 

Nous avons évalué ces modules par un calcul de l’énergie totale pour un système perturbé [9].  En 

utilisant le modèle de Mehl et ses co-auteurs [10]. Il est possible de choisir la déformation pour que le 

volume reste constant et l’énergie soit donnée en fonction de cette déformation. 

Les valeurs trouvées pour les trois constantes élastiques C11, C12 et C44 sont présenté dans le tableau 

(Tableau 3) des matériaux Rh3Ti et Rh3V respectivement. 

Tableau III.3: Les constantes élastiques C11, C12 et C44 en (GPa) des composés Rh3Ti et Rh3V . 

 

C11 C12 C44 

Rh3Ti      Présent 

                       Exptb 

309 

317 

174 

  164 

156 

  160 

Rh3V        Présent 

                      Exptb 

378 

             389 

148 

136 

176 

189 

b Réf[11], . 

 

       Les valeurs trouvées des constantes élastiques obtenues pour les  composés Rh3Ti et Rh3V 

sont illustrées dans le tableau (IV-3) avec l’approximation GGA.Quand on analyse les résultats 

des propriétés élastiques (tableau III-3) on peut remarquer que les constantes élastiquées C11 et 

C12 des composés Rh3Ti et Rh3V sont plus grandes que celle obtenues dans la réf [11]. Tandis 

que notre C44 calculée est inférieure à celle rapportée dans la réf [11]. Cet écart pourrait être 

attribuable à différentes méthodes utilisées pour calculer les constantes élastiques. 
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Les conditions de stabilité mécaniques traditionnelles des constantes élastiques dans les cristaux 

cubiques matériaux Rh3Ti et Rh3V sont : C11 - C12> 0, C11> 0, C44> 0, C11 + 2C12> 0 et C12 

<B <C11. Nos résultats pour les constantes élastiques dans le tableau (III-3) satisfaisent à ces 

conditions de stabilité 
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Conclusion Générale 

Dans ce travail, nous avons étudié un composé cubique, le calcul réalisé sur ce matériau, 

est effectué en utilisant la méthode linéaire des ondes planes augmentée à potentiel total (FP-

LAPW) avec la considération de l’approximation du gradient généralisée (GGA) dans le traitement 

du terme d’échange et de corrélation.  

La méthode FP-LAPW est l’une des méthodes les plus puissantes, elle est exacte, autant 

qu’elle utilise un potentiel total et des fonctions d’onde réelles, rapide, et prometteuse. En utilisant 

cette méthode on a pu reproduire les propriétés structurales et électroniques de ces matériaux Rh3Ti 

et Rh3V  qui sont généralement en bon accord qualitatif est très estimable quantitativement avec 

d’autres résultats théoriques  pour la structure cubique.  

           Concernant les propriétés structurales, Nous avons vérifié à partir des calculs effectués sur 

le matériau que les propriétés de l’état fondamental de notre composés dans la structure cubique 

incluant, le paramètre de réseau d’équilibre, module de compression et sa dérivée sont en bon 

accord avec  celles obtenues sur la base des autres méthodes théoriques.  

 On a remarqué que l’approximation de la densité du gradient généralisée (GGA) sous-estimé le 

paramètre de maille. Le calcul des propriétés électroniques montre que les matériaux Rh3Ti et 

Rh3V  sont du comportement métallique. 

Notre étude et nos calculs du premier principe reste une partie des grands efforts théoriques 

pour explorer les différentes propriétés et qui sera certainement très utilisable pour l’interprétation 

des futures données expérimentales. 

 

 

 


