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Avant-propos

Le présent travail est un résumé et travaux dirigés corrigés de physique 1 adressé
essentiellement aux étudiants de 1ere année Licence, en particuliers, Sciences et
Techniques ST, Sciences et Techniques pour 1’'ingénieur ST-ING, Sciences de la
Matiere SM et Mathématiques informatique MI. Ce cours facilite aux €tudiants
la compréhension et 1’apprentissage des notions de la mécanique du point
matériel.

Ce travail s'articule autour de quatre chapitres :

Rappel Mathématique : Chapitre I est consacré aux notions mathématiques
¢lémentaires nécessaires pour étudier et développer les concepts de la
mécanique recommandés par le programme officiel.

Cinématique : Chapitre II est dédié a la cinématique qui s’intéresse a 1I’étude
des mouvements des corps considérés comme points matériels. Les éléments
nécessaires pour étudier la nature du mouvement sont définis, a savoir le vecteur
position, la trajectoire, le vecteur vitesse et le vecteur accélération. Ces
grandeurs sont étudiées par rapport a plusieurs types de reperes, dans 1’espace et
dans le plan.

Dynamique du point : Chapitre III: est traitée, le principe d’inertie et le
principe de la conservation de la quantité de mouvement ont été introduits. Les
trois lois de Newton, la notion des pseudo-forces ainsi que le théoreme du
moment cinétique ont €été €également étudiés. La loi fondamentale de la
dynamique est appliquée pour décrire différents états du mouvement.

Travail et Energie : Chapitre VI concerne la notion de travail et d’énergie. Ces
deux grandeurs permettent de résoudre des problemes qui sont difficiles a traiter
par la loi de Newton. La relation entre le travail d’une force et 1’énergie a été
établie. Ces concepts nous conduisent au théoreme de 1’énergie cinétique et celui
de D’énergiec mécanique qui constituent une autre approche permettant

d’examiner différentes situations dans la pratique.


https://e-learning.univ-saida.dz/mod/page/view.php?id=97587
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I.1. Vecteurs
Les grandeurs physiques peuvent étre de nature scalaire ou vectorielle.

I.1.1.Grandeur scalaire

Une grandeur scalaire est toujours exprimée par une valeur numérique suivie de 1’unité
correspondante.

Exemple : le volume, la masse, la température, la charge €lectrique, I’énergie...
I.1.2.Grandeur vectorielle

On appelle grandeur vectorielle toute grandeur qui nécessite un sens, une direction, un point
d’application en plus de sa valeur numérique appelée intensité ou module.

Exemple : le déplacement, la vitesse, la force, le champ électrique. ..

Un vecteur est ainsi caractériser par :

R/

¢ A : Son point d’application, c’est I’origine du vecteur.
V= |Z§| Le module du vecteur.
«»» (D) : La direction du vecteur.
% Le sens du vecteur est indiqué par la fleche pointant de 1’origine (point A) vers
I’extrémité (point B).
I.1.3.Vecteur unitaire
Un vecteur unitaire est un vecteur dont le module est égal a 1.

I.2. Produit scalaire

I.2.1.Produit scalaire dans un repére orthonormé du plan

Dans un repére orthonormé du plan, si les vecteurs U et 7" ont pour coordonnées respectives

—

(Z") et (z"), alors le produit scalaire du vecteur i par le vecteur ¥, noté U .V , est
y y

donné par la relation :
UV =u vy +uyv,

1.2.2.Propriétés du produit scalaire

-

Soient les vecteurs U , U etw etsoitleréel 4.

e Carréscalaire:4.u =u? = ||u|?
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e Symétrie:U.V =V.U
e Bilinéarité :
% Linéarité par rapport a la premiére variable :
U+v)w =du.w+ v.w et (A).V =V
.

¢ Linéarité par rapport a la seconde variable :

—

U(V+W)=d. v+ u.wetu.(WW).=U.v

I.2.3.1dentités remarquables
W+V)2=u*+2U.v +v?
U-7)=U*-2u.vV+7v?

@+7).U-v)=u*>—-v"?

1.2.4.0rthogonalité et produit scalaire nul

Deux vecteurs i et ¥ sont orthogonaux si et seulement si 4.7 = 0.
1.2.5.Produit scalaire de vecteurs colinéaires

Soient deux vecteurs U et ¥ colinéaires et distincts du vecteur nul.

e silesvecteurs 4 et ¥ sont de méme sens, alors u.v = [|u]| x |||l

e silesvecteurs U et U sontde sens contraires, alors U .v = —||u]| x ||V

1.2.6.Produit scalaire, normes de vecteurs et angle orienté

Pour tous vecteurs % et ¥ telsque Z# 0 et 30 ©.v = ||l x [Tl % cos(@,v)

1.2.7.Vecteurs colinéaires

Vx

v ) non nuls sont colinéaires si, et seulement si,
y

Dans un repere, deux vecteurs U (Z") et U (
y

UyVy — Uy vy, =0
1.2.8.Dérivée d’un vecteur
Soit un vecteur U(t) = v, ()T + v, (t)] + v, (H)k La dérivée du vecteur B(t) dans la base

fixe (7], E) dont les composantes sont les dérivées des composantes du vecteur D(t):
dv(t) dv(t), dv,(t), dv,(t)-
O _dn®, dn©. dun©
dt dt dt dt
Il est important de noter que dans ce cas les vecteurs de la base sont considérés fixe ; c.a.d.
di dj dk

ar _ 3

at Tac T ae




CHAPIIRE : I Rappels mathématiques

Propriétés

d(aVy+BV;) — avy

. . dv,
s Linéarité : — —=
* dt a T B dt

diVe) _dVy o | = dih
at  dt’ Cdt

« Dérivée d’un produit scalaire :
I.3.Produit vectoriel
Soient A et B deux vecteurs quelconques. Le produit vectoriel des deux vecteurs
Aet Bestlevecteurnoté T =AAB tel que :

% le vecteur II est orthogonal a A et orthogonal a B.

s le triedre (A), §, ﬁ) est direct
Al = Il 1B sin(4.B)

R/
0‘0

1.3.1.Propriétés du produit vectoriel
% Le produit vectoriel de deux vecteurs est nul si et seulement si les deux vecteurs ont la
méme direction (6 = 0) ou I’un des vecteurs est nul.

AB=-BAA

®,

¢ Le produit vectoriel est anticommutatif (antisymétrique) :

r
A=A+ AT+ Ak=

K

o) N:b \<D> ><:'>
SN——— N—— >¢

{B=Bi+B,j+Bk=

O W
N

ﬁ
Nﬁ ‘<ﬁ><
N— —

C=Ci+CJ+Ck=

+(A,B, —A,B)).T
= ‘HAZBx o Asz:)-j
+(A,B, — AyB,). k

A,
B, B,

A, A,
B, B,

LA, A,

—J B, B, + k
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A=A0+A,7+Ak
B = Bl +B,] + B,k
1.3.2.Produit mixte
A A, A,
Ce C, C,

d(Vinv,) _ dvy |, = = dV,

Dérivée d’un produit vectoriel : pram el V,+ Vi A—=
I.4.Dérivées usuelles
f® A G , . _df(®
[ = 0 f@ = TS
A = constante 0
t" nt" ! () nf'(O)f" (@)
cost —sint cos f(t) —f'(t) sin f(t)
sint cost sin f(t) f'(t) cos f(t)
tant 1
cos?t
Int 1 In f(t) f'(®)
t In f(t)
et et f'(t) et
1.4.1.Propriétés
(t) dg(t)
S +gw) =L 0
2 (r0.90) = L g0y 4 280
A < f m) ] f(t) 99499 £
dt\g(t) 2(t)
df ()
dt

d/ 1

#(r@) = 7o
1.4.2.Dérivées partielles
Dérivée partielle d’une fonction a plusieurs variables : Soit la fonction f(x, y, z) dépendant de
trois variables. La dérivée partielle de  f(x,y, z) par rapport a 1’'une des variables est obtenue

en calculant la dérivée en considérant les deux autres variables constantes. Ainsi :

of (x,y,2)

est obtenue en
0x

& la dérivée partielle de f(x,y,z) par rapport a X, notée

dérivant par rapport a x et en considérant y et z comme des constantes.
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of (x,y,2)
ay

& la dérivée partielle de f(x,y,z) par rapport a Yy, notée est obtenue en

dérivant par rapport a y et en considérant x et z comme des constantes.

of (x,y,
% est obtenue en

& la dérivée partielle de f(x,y,z) par rapport a z, notée
dérivant par rapport a z et en considérant x et y comme des constantes.
1.4.3.Dérivées successives

On définit les dérivées partielles d’ordre supérieur par :

-2
]ZC ady (63/)
2 d

ta_zjszg(a_jzr)

o)

dyox Jy\ox

o°f - 2(%)

dxdy 0Jx\dy

L.5.Différentielle totale

& différentielle du champ scalaire f(x,y, z) est définie par :

of (x,y,2) of (x,y,2) of (x,y,2)
== dx + % dy + P d

df =

% différentielle d’un champ vectoriel V(x,y, z) est défini par :

dvV(x,y,z) = —E)V(aac,xy, 2) dx + BV(a(;,yy, 2) dy + aV(Z'Zy' 2) dz
L.5.1.0pérateurs différentiels

Gradient

Soit f(x,y,z) une fonction continue et dérivable. Le vecteur gradient de la fonction scalaire

f(x,y,z) estle vecteur noté grad et défini de la facon suivante :

— af(x'yrz)a af(xry'z)a af(x:y’z)+
grad f(x,y,z) = F 1+ 3y Jj+ P k

Il est commode d’introduire 1’opérateur différentiel % (nabla) défini par :
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0
0x
d=p=2::9:, 9512
grac=v =o5x ' "oy T8z 7 | oy
0
0z
Ceci permet d’écrire le gradient d’une fonction scalaire f(x,y,z) sous la forme suivante
gradf = \7f
Divergence

L’opérateur nabla définit précédemment permet de définir aussi la divergence d’un vecteur :

Rotationnel
Le rotationnel du vecteur V = Vil +V,J + V;k est un vecteur définit en utilisant 1’opérateur
v:

ot V(x,y,2) =V /\ P(x,,2)

~{

‘<<\3’|Q)\¢
SN RSTRE

V/\I_/)(x,y,z)= i
0x
Vy

I.6.Analyse dimensionnelle

1.6.1.Systeme international d’unités
¢ Les définitions des unités 1égales reposent sur le systéme international (S I).
* Le systeme international comporte sept unités de base correspondant a une grandeur
physique et a une dimension.

¢ Deux unités peuvent également étre considérées comme unités de base : pour l'angle

plan : le radian (rad) et pour l'angle solide : le stéradian (sr)

Grandeur fondamentale | Dimension | Unité Symbole
Longueur L metre (m)
Masse M kilogramme | (kg)
Temps T seconde (s)
Température 0 kelvin (K)
Intensité du courant I ampere (A)
Quantité de maticre N mole (mol)

—~—
)]
| —
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| Intensité lumineuse |J | candela | (cd) |

I.6.2.Equations aux dimensions

En mécanique et en électricité les grandeurs fondamentales sont : Longueur (L), Masse (M),
Temps (T), Intensité du courant (I), Température (0).

On appelle équation aux dimensions, toute équation écrite en remplacant, dans la formule,
chaque grandeur fondamentale par sa dimension. Les équations aux dimensions obéissent aux
regles suivantes :

7

» on n’additionne que les termes ayant la méme dimension

%

DS

* la dimension d’un produit de grandeurs est égale au produit des grandeurs

%

» la dimension de G™ est la dimension de G a la puissance n

%

» les termes e*,logx, sinx, cosx, tanx et cotx sont sans dimension

Cette équation permet :
% De déterminer 1'unité composée d’une grandeur en fonction des grandeurs
fondamentales

% De tester si une formule est homogene

7

¢ De faire des conversions d’unités
1.6.3.Ecriture d’une équation aux dimensions
Soit G une grandeur physique. Sa dimension est notée [G]. Par exemple, si G est une
longueur on écrira : [G] = L.

<+ Pour une vitesse :[v] = L.T™1

< Accélération de la pesanteur : [g] = L.T™2

<+ Dimension d’une force :[F] = M.L.T~?2

<+ Dimension d’une énergie :[E] = M. L%. T2

< Pression :[P] = M.L™1. T2
Toute grandeur dérivée G est relié aux grandeurs fondamentales par une équation aux
dimensions sous la forme :

[G] = L*MPTY I NAJ*

Toutes les grandeurs mécaniques ont une équation aux dimensions sous la forme :

[G] = L*MATY
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I.7.Incertitude

1.7.1.Calcul d’erreurs
Erreur absolue AG : L’erreur absolue commise sur une grandeur physique G est la différence
entre la valeur mesurée G,, et la valeur exacte G, : AG = |G,, — G,|

Dans la pratique, lorsque la valeur exacte G, est inaccessible, nous effectuons la moyenne

YiGi

n

d’une série G;: Ge = Gy =
Calcul de I’erreur composé
On parle d’erreurs composées quand il s’agit d’une grandeur G dépendant d’autres grandeurs
X, ¥, Z c’est-a-dire G = f(x,y,z). L’erreur commis sur cette grandeur, AG, peut étre exprimé

en fonction des erreurs absolue Ax, Ay, Az en appliquant une des méthodes suivantes :
1.7.2.Méthode de différentielle totale

Afin de calculer ’erreur AG :

®,

¢ Nous prenons la différentielle totale de G

oy + [
|a d+adz

% Nous remplagons les différentielles dx, dy, dz par les erreurs absolues Ax, Ay, Az et

6 =[] ax
ax +

nous prenons les valeurs absolues des dérivées partielles

f| of| ,
AG = Ax Ay
¢ = |a | +|a ik
Exemple :
1
E =Emv2
dE = |— dm+| |dv

1
dE = Evzdm + mvdv

1
AE = Evam + mvAv

1
AE VMM myAv

T~ E TE

1
AE 7v2Am mvAv

E % mv? % mv?
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AE _ Am Av

E m v
1.7.3.Méthode logarithmique
Dans certains cas, multiplication ou division, nous pouvons appliquer la méthode
logarithmique qui consiste a :
¢ prendre le logarithme de la grandeur G, puis sa différentielle
++ de prendre la valeur absolue des expressions obtenues

7

¢ et de remplacer les différentielles par les erreurs absolues.

1
E = —mv?
2

1
InE = In (— mv2>
2
1
InE = lni + Inm + Inv?

1
InE = lni + Inm + 2lnv

dE dm dv
— =0+ —+2—
E m v

AE Am Av
E m v
Incertitude absolue 8G : I’incertitude absolue 8G est la limite supérieure de I’erreur absolue

6G = max (AG)

. AG
Erreur relative o
e

) ) 56
Incertitude relative o

m

1.8.Systemes de coordonnées
1.8.1.Coordonnées Cartésiennes

C'est un repere d'espace orthonormé, noté R, d'origine O et de vecteurs de base (1, ], k) .

Z
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La position du point M est caractérisée par ses coordonnées cartésiennes X, y, z. Le vecteur

d'équations OM s'écrit alors :
OM = xi + yj + zk
La norme du vecteur OMest définie par :
o8| = VT Y+ 22
Déplacement élémentaire en coordonnées cartésiennes :
dOM = dxi + dyj + dzk

Elément de volume en coordonnées cartésiennes :

dV =dxdydz
1.8.2.Coordonnées Polaires
La position du point matériel M est alors définie par la distance r du point M au point O (r =
|0—M| ) et par I’angle polaire 0 (angle orienté de rotation). La base des coordonnées polaires

est (ﬁraﬁe)

Le vecteur OM s'écrit alors :

OM =r1u,

& u,= vecteur unitaire dont la direction et le sens sont ceux du vecteur oM .

& Ug= vecteur unitaire obtenu 2 partir de U, par rotation de +n/2 autour de l'axe Oz.
Les coordonnées polaires de M sont donc (7, ) tel que r€[0, +o]et OE[0, 2m]
Lorsque 1’on souhaite passer du systeme de coordonnées polaires au systeme de
coordonnés cartésiennes (ou inversement) il existe des relations simples entre les différentes

composantes (coordonnées et vecteur de base) :

X = rcosO

e Relations sur les coordonnées : ,
y = rsinf
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) U, = cosOi + sinfj
e Relations sur les vecteurs :{_> " ] J

Uy = —sinOi + cosOj
U, = cosOl + sinfj dii
di, d(cosOi + sin@j) - ( T 'iir>
= = — 1 1 7 = U da
40 40 sinOi + cosOj = ug
s 0319 = —;i_;lel + cos0j <dﬁe L )
u —sinfi + cos = |\ 5 1u
d; = T: ) —(cosO1 + sin@)) = —u, do o

1.8.3. Coordonnées Cylindriques
C'est un repere d'espace orthonormé : d'origine O et de vecteurs de base (u,,ug,u,) . La

position du point M est caractérisée par ses coordonnées cylindriques r, 0 et z. Le vecteur

OM s'écrit alors :

OM=0H+HM =71, + zi,

<Y

% Uy vecteur unitaire obtenu a partir de i, par rotation de #/2 autour de 1'axe Oz.
% H est la projection orthogonale de M sur le plan x0y (et r = OH).
% 0 est 'angle formé entre 7 et u, .
La norme du vecteur OM est définie par:
|oM| = \r2 + 22
Lorsque 1’on souhaite passer du systeme de coordonnées polaires au systeme de
coordonnés cartésiennes (ou inversement) il existe des relations simples entre les différentes

composantes (coordonnées et vecteur de base):

X = rcosé
e Relations sur les coordonnées : {y = rsin@
zZ =12z
U, = cosOl + sinbj
e Relations sur les vecteurs : { Uy = —sin@i + cosOj
u,=k




CHAPIIRE : I Rappels mathématiques

o

1.8.4. Coordonnées Sphériques

Considéronslerepere (o, J, E) des coordonnées cartésiennes. On construit la sphere de
centre O et contenant le point matériel M sur sa surface.

On appelle m le projeté du point Md’étude dans le plan (x, 0, y).

On note ||0_M)|| =0M=r>0

U, : le vecteur unitaire orienté parO—M

Les vecteurs de base (ii,,ig,1,) forment la base orthonormée du systeme. Cette base est

utilisée dans tous les problemes présentant une symétrie sphérique.

1sind
z ¥ e
~~~~~~~~ M
rcos@ === " N
N\ '® ro-o- TSING. SiNg
:ﬁg &
8 v
. . 0 JE— 2
rsinf.cos@ . (0 IR A
m
X

Tout point M de I’espace est repéré par ses trois coordonnées sphériques r, 8 et ¢. Le vecteur

OM est radial ; 1l est défini par: OM = Om + mM
Om=xi+yj=rsinOcos@i+rsinfsingj

mM=rcosBl_c)

OM =0m+mM =rsinfcos@i+rsin@singj+rcos0k

OM = r(sin@cos@i+sinfsingj+ cosOk)
OM = |OM|[i, = ri,

La norme du vecteur OM est définie par :|0M | =r

U, = sin0c05(pf+sinesin(pj'+cos(-)E

dt_l) - - —
d—erzcosBcosq)i+cosBsin(pj—sin9k=ﬁ9

Uy =cosBcos«pf+cosBsin(pf—sinBE

—

U, ,ig, 1, base orthonormée directe:tl, = U, Ag , Ug = U, AU, ,

8l

— —
r:ug/\u(p.

) j k
— _ = — _ . . .
Uy, =U,NUg = [sinOcosep sinBsing cosO
cosfOcosp cosOsing —sin0
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-, _|sin@sing cosO L|sinfcos¢p cosO —»|sin0cos<p sin 0 sin ¢
U, =1 . . -] . .
¢ cosfOsingp —sin0 cosOcosgp —sin0 cosBOcose@ cosOsing
U, = 1(—sin 6% sin ¢ — cos 67 sin ¢) — j(—sin 67 cos ¢ — cos 6% cos ¢)
+ k(sin 6 cos @ cos 0 sin ¢ — cos 0 cos ¢ sin 0 sin @)
U, = 1sin ¢ (—sin 8% — cos 6%) — j cos ¢ (—sin 6% — cos 6%)
U, = —isin ¢ (sin 6% + cos 6%) + j cos ¢ (sin 6% + cos 6%)
U, =—Ising +jcosg
U, =—sin@i+cosgj
i, =sinfcos@i+sin@singj+cosOk
iy =cos@cos@i+cosOsingj—sinOk
U, =—sinpi+cosqpj
Lorsque 1’on souhaite passer du systeme de coordonnées sphériques au systeme de

coordonnés cartésiennes (ou inversement) il existe des relations simples entre les différentes

composantes (coordonnées et vecteur de base) :

x = rsinfcos¢
e Relations sur les coordonnées : {y = rsinf@sing
z =71 cos6

i, =sin@cos@i+sin@singj+cos0k

. — - - = 7

e Relations sur les vecteurs : Uy = coS O cos @1+ cosOsin (pi —sinOk
- . - -
U, =—sin@i+cosqj

Différentielle d’un vecteur en coordonnées sphériques
M se déplace de :

e drquandilpassederar + dr;

e rdOquandilpassede 8260 + dO;

e 1rsinfde quandil passede @ a @ + deo

Il est plus facile de déterminer dOM graphiquement :
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dMM’ = dOM = dr i, + rd@ iy + rsinfde i,

dOMest appelé déplacement élémentaire, noté dl

x = rsinfcos@p - dx = sinBcos@ dr + rcosOcosep dO — rsinfsing de
y = rsinfsing — dy = sin@sing dr + rcosOsing d0 + rsinfcosp do
z =1 c0s0 > dz = cosO dr — r sin6 dO

En remplacant dans
dOM = dxi + dyj + dzk
dOM = (sinBcos@ dr + rcosOcose dO — rsinfsine de)i
+ (sinBsing dr + rcosOsing d6 + rsinfcose d)j
+ (cos@ dr — r sin@ de)E
dOM = dxi + dyj + dzk
dOM = sinfcosq dri + rcosOcose dOi — rsindsing dei + sinfsing drj
+ rcosOsing dOj + rsinBcosg degj + cosd drk — r sind dOk
dOM = (sinfcos¢ i+ sinfsing j + cos k)dr
+ (rcosOcos@ i + rcosBsing j — r sind k)d6(—rsinfsing i
+ rsinfcose ))de
o dOM = (sinfcos¢ i+ sinfsing j + cosd k)dr + (cosOcosp i +

cosOsing j —r sinf E)rd@ + (—sin@ 1+ cos@ j) rsinfde

{dO—IVi =dr i, +rdf i, + rsinfde u,
dOM = dxi + dyj + dzk

On obtient :
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i, =sin@cos@i+sinOsingj+cosOk

iy =cos@cos@i+cosOsingj—sinOk
U, =—sinpi+cosqj

1.9.Exercices corrigés
Exercice 1
a/ Calculez les dérivées des fonctions suivantes
Df(x)=2x*—7x+9 2)f(y)=3y2—4y-5 3)f(z)=3—4z
f() =2+ 4t +3 5) f (x)=75e**2 6) f(x)=3cosx
7) f (x) = 3sin2x 8 f (x)=3cossinx? 9)f(t)=5e5%t
10)f (x)=Inx 11) f (x) = 2In(x? + 5x) 12) f (x) = Incos x*

13) f (x) =tanx

b/ Calculez les dérivées partielles des fonctions suivantes

Df(xy) = x* e? 2) f(xy) = In(x+ @ +y2)%)
3) f(x,y) = sin2x + cos2y 4 f(x,y,2) = x2 y? z%
5) f(x,y) = tan(xy) + y __*ty

6) fxY) =113

7 flx,y) = e + lng

.0 9% 8% 9 : :

¢/ Déterminer ——, 377 " 3y0x ¢ axoy des fonctions suivantes

D f(x,y) = x3 — 5xy + 2) f(x,y) = x* e¥ 3) f(x,y) = sin2 x + cos2y
2

y

Exercice 1 Solution

a/

Df(x)=2x>—-7x+9-> f'(x) =4x—7
2)f(y)=3y*-4y-5-)f'(y)=6y—4
3) f(z) =3-4z->f"(z) =-4
HF(t) = 7t +4t+3>f'(t) =
5)f(x) — 562x+2 —>f’(x) =10 er+2
6)f (x)=3cosx - f'(x) =—-3sinx
7)f (x) =3sin2x - f'(x) = 6 cos 2x
8) f (x)=3cossinx? - f'(x) = —3(sinx?)’ sinsinx? = —3(2x cos x?) sin sin x?
9)f(t)=5e?t 5 f'(x) =5 (cosw t)'e?t = -5 (w sinw t)eS?t

10)f (x) =lnx > f'(x) ==

2

t +4

N | =

1) f (x) = 2000 +50) - () = 2222
2\/ _ .
12) f (x) = Incosx? » f(x) = L = BT — gy gan?
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_ __sinx ’ __ (sinx ! _ cosx.cosx—(—sinx).sinx _ cos? x+sin? x _ 1
]3) f (X) = tanx = cosx - f (x) - (cosx) - cosZx - cosZx " cosZx
b/
) af;jz,J/) = 2xe™ + x%y ¥
D flxy) = x% e
) f(ry) = x% e > Oy _ 2\ pay
ay
0 f(x, 0 f(x,
af Gy = LED 4o TTED

df (x,y) = 2xe* + x%y e¥)dx + (x? x e*)dy

1
8 f(ry) _ 1502 +y)7
ax

1

1 2 275
D fley) =In (x + (% + yZ)E) - xHGEy2 1
3 fey) _ 3@ +y?)2

%y x+(x2+y2)%
9rxy) fa(x'y) = 2cos 2x
3) f(x,y) = sin2x + cos2y — af(;y)
——= = —2sin2y
dy
AfCy) _ oo o 1
roa 2xy*“ z2
1 1
4) f(x,y,z) = x%y? zz > %:xﬁyﬁ
a f(x,y,Z) _ 2.2 1 1_1
%, Xy, 7
df(xy) _ ycosxycosxy—(-ysinxy)sinxy _ _ y
LSRR REE -t I
dy  cos?xy 1
Jdf(xy) (1 + x2%y) — 2xy
x+y ox - (1 + x2y)2
6) f(5Y) = 17— = X
1T+x%y df(xy) (1+x%y)—x
dy  (1+x2y)?
1

afa(x.y) — e*tY 4
X
Dflx,y) = etV +InZ -
Yo afey) _  xry
— = €
ay

15 RSy

c/
D fx,y) = x3 —5xy + y?
2)
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(0°f(x,y) 0 [0f(xy) d(x3— 5xy + y?)
ox2  ox| ox ~ ox 0x
0*f(x,y) 0 [0f(xy)] 0 [o(x® = 5xy + y?)
B R
0% f(x,y) @ [0f(xy)] 0 [0(x®— 5xy + y?)
dydx :@ 0x :@ d0x
0°f(xy) 0 [af(x,y) _ 0 [0(x®—5xy + y?)
0x

d
= 5[3962 —5y] = 6x

0
=—[-5x+2y]=2

dy
0
6y [3x2 —5y] = -5

0
=—[-5x+2y] =-5

\ oxdy dy | ox dy ox
2) f(x,y) = x? e
(9% f(xy) af(x.y) a(x exy)
0 —3x —[2xex3’+xye Y] =
Zexy + nyexy + ny e + x? y e
0°f(x,y)

—[x3 ] = x* e

of (x.y) a(x exy)
S ay? 03'[ dy l l
0’ f(xy) _ 0 af(x,y)l
dyox dy| Ox Oy
2x e™ + x? exy+x y exy
0% f(x,y) 0 [0f(xy) 6(x e"y)
\ 0xdy =§[ ady ~ ox l

A

6(x exy)l

—[2xex3’ + x%y e¥] =

—[x3 e™] =3x2 e +x3yeX

3) f(x,y) = sin2x + cos2y
d(sin2 x + cosZy)

((0%f(xy) 0 [0f(x) .
T = a Ox ax Ox - [2 Ccos ZX] —4sin2x
0%f(x,y) _ of(x,y) d(sin2 x + cosZy) 2sin2y] = —4 5
< 3y? ay ay ay 5 sin2y] = —4 cos 2y
62f(x, y) (')f(x y) 6(sm2 x + cosZy) 0
—[2cos2x] =0
ayax ay 0x 6
0%f(x,y) af(x, y) a(San x + cos2y)
—_— = —[ 2sin2y] =0
\ d0xdy 0x ay ~ ox dy
Exercice 2
Soient les vecteurs U’ =2 €&, +&, —3€,, UV =&, — 26, +é,et W = —é, +é, +4¢,

-

I/Calculer: W +v ,b—w,—=3w, u +2v+3wet2w—u + 3v
2/ Trouver les modules des vecteurs : W ,u +V etv —w
3/ Calculer w. v, vAWet u.(Vv Aw)

4/ Déterminer les angles (W , V), (W, W)et(v, W)

5/ calculer le grandeur suivante : (@ + ¥). (U — V)

l

Exercice 2 Solution
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— 2 - 1 — -1
w=(1).7=(F)ew =(3)
-3 1 4

1/Calculer: W+ v ,b—w,—=3W, U +20+3wet2w—u + 30
( U+ =36 —1é,—2¢,
UV—Ww=2¢, —3é, -3¢,
é

2/ Trouver les modules des vecteurs : u ,u + U et v — w

7=(1)7 (D7 =(3)
17N =V (2)2+ (12 + (-3)2 =14
Iz + 3l = /(3)% + (=12 + (-2)2

15 — Wil = (2)2 + (=3)% + (=3)?

3/ Calculer w. ¥, vAW

WH=2-2-3=-3
éx €, &
TVAWW=|1 -2 1|=&(8-1)-¢€,@l+D+e,(1-2)
-1 1 4
VAW = —9¢, — 5¢, — &,
4/ Déterminer les angles (W , V), (W, W)et(v, W)
u.v = |ull X ||7|| X cosa - cosa = I
{ a\/_.7=_3 S COSH = > = 196> a =
@l = V14 et ||5] = V6 V14 x /6 '
u.w =-13 —13
5 = —cosff=—=-1474 - f =
i = Vet 11 = VT8 =% = Vi V73 d
{ v.w =1 ﬁcosy—;—173—>y—
1%l = V6 et ||W]| = V18 Vex V18

5/ calculer le grandeur suivante : (W + V). (U — V) et w. (D A W)
W+9).WU-v) =u2-v?

w.(BAW) = (28, +é,—38,).(-96,— 56, —é,) =—-18—-5+3=-20

2 1 -3
7.(5/\W)= 1 -2 1|=2(-8-1)—(4+1)—3(1—-2)=—-18—5+3 =20
11 4

Exercice 3

Déterminer la valeur du nombre A pour laquelle les vecteurs U = 2€, + 1€, + 2¢, et
U = 4é, — 2é, — 2é, soient perpendiculaires

Exercice 3 Solution

On utilise .7 =0




CHAPIIRE : I Rappels mathématiques

L 4

l

[
/-~
N DN
~_—

! 4\ > 8+21+4=0-21=6
v=|2

2
\Z.3=0

Exercice 4
Soient les vecteurs :
uw = sin2t €, + cos2té, + 4té, et v = 2e*' é, + 2cos3té, + 2sin3té,
i -
1/ Calculer les dérivées de ces vecteurs par rapport au temps ( ) et ( ) puis déduire leur

modules
2/ Trouver les expressions des grandeurs :

(v u) (v/\u)et— @ - v)
Exercice 4 Solution

1/ Calculer les dérivées de ces vecteurs par rapport au temps ( Z_)) et (dq) puis déduire leur

modules
di d ; ]
ity (sin2t &, + cos2té, + 4t é,)

dsin2t de, dcos2t | de, dat | de,
= €y + sin2t— | + ey tcos2t—= | +|—- e, + 4t

dt dt dt dt dt dt
Avec
dé, dé, dé, -
dt + dt + dt 0

dﬁ - . - -
P 2cos2t e, — 2sin2t e, + 4 e,
du
= \/(ZCOSZt)Z + (=2sin2t)2 + (4)2 =V4 4+ 16 =20
dv
e (ZeZt é, + 2cos3té, + 2sin3té,)
d2e? | d2cos3t , d2sin3t |
T Tt Ta YT Ta %
dv
i 4e*'é, — 6sin3t &, + 6cos3t &,
dv
I \/(4€2t)2 + (—6sin3t)? + (6cos3t)? = \/16e4t + 36

2/ Trouver les expressions des grandeurs :
d - — d - —> d d rd
I (v -u),a w-v) eta wAu)
d . _. dv Ldu
a =g iy

d 2t =2 - . - — > d ) o . R
:%(28 €, + 2cos3t ey + 2sin3t ez).u +v.a(sm2t e, + cos2t ey + 4t ez)
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d
o @)= (4e%'é, — 6sin3t é, + 6cos3t &,).(sin2t &, + cos2t é, + 4t é,)
+ (2e2t 8, + 2cos3t &, + 2sin3t é,).(2cos2t &, — 2sin2t &, + 4 é,)
d ooy 4 ATy
ac VY T e TV e T4 ar
P R
ac VMY T g MV Ve
Exercice 5

1/ Soit un vecteur ¥ définitpar: 7 =xé, + yé, + z¢,

Calculer en fonctionderet 7: g—r_c—u—i) T, W % et W Inr

2/ Soit un vecteur u définit par: U = (2x* —yz) €, + (y* — 2xz) é, + x*z° &, Montrer
que div[ﬁ(ﬁ)] =0

Exercice 5 Solution

1

17l =r = yx2 + y2 + 22 = (x* + y* + z%)2
- or - ar - ar -
1)gradr = 72 &x +5ey +£ez

1 1 1
0x?2+y?+2z)2, o0(x?+y?+z9)z, o0(x*+y*+z9)7,
e, + ey + e,
0x dy 0z

gradr =
-, 1 1., 1 17
gradr = [E 2x(x? + y? + z2) 2] &, + [5 2y (x2 + y% + z2) z] é,
1 1
+ [E 2z(x* +y* + 22)7] é,

- 1 - - -
gradr = (x* +y? +z2)72[xé, + yé, + zé,|

[xé, +vé, +zé,] *
gradr = — ==
(x2+y2+22)2 T
5 T
gradr =-
r
- FE 1 1
G 1 _rz r3
2) gradr axex+aye3’+azez

1 1 1
— 1 0t +yr+z®) 2z, o(x*+yi+4+zH)z, 0(x*+yr+z3)z,
grad ~= E ex + 3y e, + Fp €,

1 1 2 2 23] 3 1 2 2 23| 3
grad; =[—52x(x +y°+z°) Z]ex+[—52y(x +y°+2z°) Z]ey

1 3
+ [_E 2z(x* + y* + 22)—5] é,

— 1 2 2 2o 2 3 3
grad " =—(x"+y*+2z°) Z[xex+yey+zez]
1 [xé, + vé, + zé,] 7
grad; = — = _T_3

3
(x2+y%?+2z%)2
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dl_?
grad— =

— dlnr dlnr dlnr
3)grad Inr = o & T 3y ey +— "€

r3

1 1
In7 =In(x? + y% + z2)2 = Eln(x2 + y? + z2)

a%ln(x2+y2+zz)9 a%ln(x2+y2+22)ﬁ a%ln(x2+y2+zz)ﬁ
e ex + 3y ey + 97 ¢z
_—&(1 )_1 2x ﬁ+1 2y 9+1 2z R
grad(lnr _2x2+y2+zzex 2x2+y2+Zzey 2x2+y2+22€z
X8, + yé, + 28, 7 Q

grad(lnr) =

grad(inr) = X2+y2+z2  x2+y’+z2 12
- T
grad(Inr) = =3

U= (2x*—yz)é, + (y*>—2xz) €, +x°2° ¢,
div[rot@)] =0

roti(x,y,z) = v /\ﬁ(x, ¥y, 7)

~{
Q .y

k
V/\r(x,y,z)= i — i
dx ay 0z
(2x? —yz) (y?—2xz) «x2%z3
d d d d
— |2 ,2,3_"2 (,2_ 7= x223 = (242 — ]->
[ayx 2= 5,0 sz)] ! [axx 2" =5, =yA)|)

+ [~ 20) - (2x2 — yo)|
7O Xz ayx yz

= 2x 1 — [2xz% + y]j — zk

02x N 0[—2xz3 —y] o0z

div[rot(@)] = 5 s

=2—-1-1=0
Exercice 6

Soit le vecteur 7 = cos wt €, + sinwt €, + e"*' €,

—

. dr  d’F . .
Exprimer les vecteurs 2 €t 5z ainsi que leurs module au temps t = Os

Exercice 6 Solution
2/
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cos wt d7 {—wsin wt

T =coswté, +sinwte, +e €, >7 = sinwt > — =1 wcoswt
e—wt dt —we—ot

dr
— - b d =g _wt =g
¢ = ~wsin wt €, + w cos wt é,—we ' €,
d27 (—w?cos wt
ok —w? sin wt
t wZe—wt
ﬁ = —w? cos wt €, — w’ sinwt €, + w?e ' €
dtz - X y z
ar (0
—— w
ac | ©
t=0s- 2
da*’r (@
_— = 0
dt?
w2
dr dr
—=0¢,+wé, —w &, ||—| = w2
dt * Y o ||dt
d*r d*r
— .23 3 2 3 — 2
proi w“e,+0e,+w" e, - azll = V2
Exercice 7
Soient le vecteur U, = cos @ €, + sin0 €,
e a) montrer que le vecteur 1, est un vecteur unitaire
. = dr  dig
e D) calculer uy = 20 o
e ) calculer l'angle entre U, et Uy
e b) calculer les produits (U, A Up) et (Ug A E))
Exercice 7 Solution
U, =cos@é,+sinbé,
a)
U, =+/(cos8)? +(sinf)2 =1
— dl—ir d — - - - — —
Ug=—po = E(coseex +sin@é,) = —sin6 e, +cosO &,
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di, d
do de
¢) U, Uy = ||, |[ug|l| cos@ = cos@

—sin@ €, + cos0é,) = —cosO €, —sinb é, = —u,

U,.Ug = cosO - (cosO €, +sin0é,)(—sinfé,+cosf€,) =0

060=0-0=
— 050 = —
cos >

d)
(i, ANig) = k
Ug ANk =1,
Exercice 8
Soient les deux vecteurs : F; = 3t27 + 2t3] — tk er: By = 480 +  + tK
Calculer :
ARy . d(EARy)

dt et dt

Exercice 8 Solution

1 ere méthode (regles de dérivations)

A7) dfy |, df
dt de 2T g
R R L - 3t
r; = 3t2T+ 2t3] —tk = | 73
—t
R 3t?
=12t
—t
dt;  d(3t% + 2t3] — tk) R 6t
_— = 1 1 — k =
It It (6t1 + 6t7) ) 612
-1
dr, 6t
P— 2
dt 6t
-1

. N 4t
r,=4t+g+tk=|t

t
(4t
1'2 == t
t
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df, _ d(4t+G+1tk) (4 +7+7) = (1})

dt dt
1
dz, (4)
[—— 1
dt
1

rdFl 6t
—_— 2
dt 6t

. 3t2
I'1= 2t3
\ —t
d(fy.r;) dfy | +3 dr,
T @ty
d(?,.T7
(ét 2)=((6t><4t)+(6t2><t)+(—1xt))+((3t2><4)+(2t3x1)+(—t>< 1)
d(?,.7
%=24t2+6t3—t+12t2+2t3—t
d(r,.t
d0ra) ez 4 g g
dt
d(v,.t
d@1T) _ g5y 3602 — 2t
dt

2™ méthode (on calcule le produit scalaire puis on dérive)
Py.Ty = (3637 + 2637 — k). (411 +  + tk)
F.l, = (Bt2x4t) + 23 xt) + (-t x 1)
f.Ty = 1263 + 2t* — 2
d(¥.1,)  d(12t + 2t* — t?)
dt dt

1 ere méthode (regles de dérivations)

= 24t% + 8t3 — 2t

ddinry) _dfy ria s " eyz > + exz ey3 >
= r r I = - —

dt ac M2 T A2 6t 6t 1 3t° 2t t

4t t t 4 1 1
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EATD _ [[c6t2 x ) - (1 (D) - [(6tx D) - (e x (~D)E,

+ [(6t x 1) — (4t x 6t2)]E,]
+ [[(Zt3 x1) —(1x(-D)]é, — [Bt* x 1) — (4 x (-v)]é,
+[(3t2 x 1) — (4 x 2t9)]&,
M = [[6t3 + t]é, — [6t* + 4t]é, + [6t* — 24t3]§’z]
dt
+ [[Zt3 + t]é, — [3t* + 4t]é, + [3t* - 8t3]3z]

d(f; AT
% = [[8t3 + 2t]é, — [9t* + 8t]é, + [9t* — 32t3]6z]

2™ méthode (on calcule le produit vectoriel puis on dérive)

€, €, ¢

B AT, = (312 263 —t
4t t t

By AT, = [[(2t3 xt) — (tx (-0)]é, — [Bt? x ) — (4t x (—D)]é,
+ [(3t? x t) — (4t x 2t3)]8z]
I AT, = [2t* + t%]€, — [3t3 + 4t%]€é, + [3t — 8t*]é,
d(® ATy)  d([2t* + t2]€, — [36° + 4t%]é, + [3t° — 8t*]é,)
dt dt

d(f, AT
% = [8t3 + 2t]é, — [9t? + 8t]é, + [9t? — 323]¢,

Exercice 9
Soit le vecteur 4 = (2xy + z3)é, + (x% + 2y)é, + (3xz2 - 2) €,

a) Calculer div. A

- —

b) Montrer que rot A=0

Exercice 9 Solution

a)
. (2xy + z%)
A= (2xy+23e, + (x* +2y)é, + (3xz* - 2) €, = (% + 2y)

(3xz% — 2)




CHAPIIRE : I Rappels mathématiques

L 4

9

[% 9 5 + 9 5 + 9 % aax

=g-€éx T €, T —€,=| 0

dx ady dz dy

9

d d d 0z
. 7 3 3 3 3\ 2 —
div.A = (axex + ayey + azez).((2xy+z e, + (x° + 2y)e,

+ (3xz%2 - 2) 'éz)
. 02xy+2z%) a(x*+2 d (3xz?% — 2
dip g2 Q@+ 2 06 +2y) 23w —2)
dax ady 0z
div.X=2y+2+6xz

b)
rot A(x,y,2) = VAA(x,y,2)
e g, c
VAdGy=| = 9 i
ox ay 0z

2xy+2z3) (x*+2y) (3xz?-2)
VAA(x,y, 2)

[ 0 2
_|Z 2_oy_ 2 (.2 =
= _ay(3xz 2) az(x +2y)] e,

_03 2_2 a2 +3]*
92 B%2 —2)— 5, @xy+z7)|€,

K a
—(x24+2 ——(2 3 ]—>
+ _ax(x + 2y) ay( xy +z°)|e,
VAA(x,y,z) =[0-(0)]e, - [(32%) — (3z))]e, + [(2x) — (2x)]€,
VAA(x,y,2z) =08, — 0é,+0¢,
VAZ(x,y,z) =0
Exercice 10
Soit
{? = cos (bt) T + sin (bt)j + t* k - une fonction vectorielle
A(t) = e ™ - une fonction scalaire
ol a et b sont des constantes

L A g Ao
Calculer : ||7]|, = M

Exercice 10 Solution
1/

7= cos(bt)i + sin(bt)] + t2k




CHAPIIRE : I Rappels mathématiques

L 4

I7ll = /cos 2(bt) + sin? (bt) + (t2)?

7l = V1+et

dr d =
== (cos (bt) T + sin (bt)] + t* k)
dr . S -
i —b sin (bt)t + b cos (bt)j + 2t k
% _ d(z_tat) — _ge-t
di ot
E = ae

A7 = e % (cos (bt) T + sin (bt)j + t* k)

A7 = e %cos (bt)T + e sin(bt)] +e 2k

d@ar) _ d@) -, d@ _ d(e”™) > . S 27
=T A = (cos (bt) T + sin (bt)] + t? k) +

e‘“t%(cos (bt) T + sin (bt)j + t* k)

d(Ar N
(dt ) _ —ae ™ (cos (bt) T + sin (bt)j + t* k)
+ e~ (—b sin (bt)i + b cos (bt)] + 2t k)
d(Ar -
Eit ) =e ™ (—acos (bt) T + —asin (bt) j + —at* k)

+ e~ (—b sin (bt)i + b cos (bt)j + 2t k)

d(r)
dt

et [((—acos (bt) — b sin (bt)) T + (—a sin (bt) + b cos (bt)) j
+ (—at? +2t) E)]

Exercice 11
Etablir les équations aux dimensions en fonction des grandeurs masse, longueur, temps, etc. :
1/ Surface, volume, fréquence, vitesse, accélération, force, pression, énergie mécanique,

énergie cinétique et énergie potentiel.

2/ De la constante de Boltzmann k qui apparait dans I’expression de 1’énergie cinétique d’une

molécule d’un gaz monoatomique a la température T ; a savoir :

E —3kT
C—z B
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3/de la constante de gravitation universelle G.
4/ des deux paramétres a et p qui apparaissent danslaloi: F = amv + B v? ou Fest une
force qui s’exprime en (N), m en (kg), v en (m/s).

Exercice 11 Solution

Surface
— _ 72
U ot 1= =12
Volume
— _ 13
{VU;ifél: :n;f -] = [P =1°
Fréquence
_1 1] 1
{ F=t ~if=r=g=1"
Unité : Htz
Vitesse
dx
V=4t~ [dx] L
at o= =Z=LT
Unité: = ldt] T
s
Accélération
_d*x _ddx dv B
de? dede  dt [a] = dv] = LT = LT T 1 =LT?2
Unité: = [de] T
7
Force
F=mg _2
{Unité : Newton (N) - [F] = [m] [g] = MLT
Pression
! F] MLT?
{ P=s - [P] = H =—f7—=MLT?L? = ML'T?
Unité : Pascal (Pa)

Energie mécanique (Travail)

{ v Toule (W] = [F][l] = MLT 2L = ML?*T 2

Unité: Joule (]) -




o
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Energie cinétique

1
{ Ec = 3mv* (g = 1] [m][v]?> = M(LT™")? = ML*T~?
Unité: Joule (J) ?

Energie potentiel

Ep = mgh _ _ -2y _ 22
{Unité: Joule gy~ [EP] = [mllgl(h] = MLT™2L = ML*T

3 Ec [Ec] MLZT‘
Cc = —kBT - kB =5 kB IWLZT_ZB_1

2 3, [ ] 0

2 2
3/ de la constante de gravitation universelle G.
mM Fr? [F][r]* MLT%L?
F=G——>G= Gl = = =M 1L3T2
7z 6= 6 = M2

4/ des deux parametres a et p qui apparaissent danslaloi: F = amv + B v? ou Festune

force qui s’exprime en (N), m en (kg), v en (1m/s).

-2
R (] = [F] _ MLT_ i

F=amv + v’ mv [m] [v] MLT™!
_F [F] _mir?

ﬂ - ? - [ﬂ] [v]z (LT‘1)2 =

Exercice 12

1/ Ecrire I’équation aux dimensions de la pression (P), la fréquence (v) , la masse
volumique (p) , I’énergie (E)et la force (F)

2/ Supposons que I’on prenne pour grandeurs fondamentales la pression la masse volumique
et la  fréquence. Quelles sont alors les dimensions de  I’énergie
(E = kP*pYv?) et la force (F = kP*pYv?*) dans la nouvelle base.

Ou : k constante sans dimension

Exercice 12 Solution

1/

+* Pression

[Pl=15= = =MLT 2L % > [P] = ML™'T?

s Fréquence
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% Masse volumique

¢ Energie

m]=M [x] |
_ T _T_ -
{[g]_m_ t]_T LT2
[h] =L
[E] = MLT %L
[E] = ML?*T?

+ Force

2/
[E] = [K][P)*[p)’[v]* » ML?*T~%2 = (ML™'T~2)*(ML™3)Y(T™1)*
ML2T %2 = MXL*T " 2XMYL 3T~ %
MILZT—Z — Mx+yL—x—3yT—2x—z

x+ty=1-y=1-x
—x—-3y=2->—x-31-x)=2->-—x—-3+3x=2-2x=5

—2x—z=-2
_ 3
Yy=73
_5
*=3
z=-3

5. 3
E=kP*p2v3
[F] = [K][PT*[p)[V]? > M LT™% = (ML™'T"2)*(ML3)¥(T"1)*
M LT %2 = MXL*T " 2XMY[~3YT~%
Ml LlT—Z — M(x+y)L(—x—3y) T—Zx—Z

x+ty=1-y=1-x
—x—-3y=1->-x-31-x)=1->—-x-3+3x=1-2x=4
—2x—z=-2
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Exercice 13
1/ La formule de Stokes F = 6mRnv donne la force résistante qui s’exerce sur une sphere
de rayon R , de vitesse v, dans un fluide visqueux de coefficient de viscosité n . Déterminer
I’équation aux dimensions du coefficient n .
2/ La fréquence de vibration d’une goutte d’eau va dépendre de plusieurs parametres :

f = kR*pYA*
Ou R : désigne le rayon, p : la masse volumique , A = % (la dimension de A est celle d’une
force par unité de longueur), k : une constante sans dimension.

Exercice 13 Solution

1/
F = 6mRnv
_F
1= enRv
o
T = TelmIR]v]
MLT?
=T =M
2/
-2
A:E—> [A] =[—‘:]]=MLLT = MT™?
f = kR*p’A”

[f] = [KI[R]*[p)?[A)*
T-1=1L*(ML3)Y.(MT~2)*
T-1= L* MY.L73 M?. T

T—l — L(x—3y)_M(y+z)_T—ZZ

LOMOT—I — L(x—3y)_ M(y+z)_ T—Zz
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( 3
x—3y=0—>x=3y—>x=—§
1
<y+z:0—>y:—z—>_'y:—E
_ _1
L —Zz——1—>z—i
(. 3
r*=73
Ju— 1
y=-3
_1
tz_f
3 11

Az
f=k—=—
Rip_f
f—k1 A
= k— |-
RRz\P

Exercice 14
On admet que la vitesse de propagation des ondes sonores dans un gaz est de la forme
suivante v = k P*pY ( k est une constantes sans dimensions, P est une pression et p est la
masse volumique du gaz)

e a)écrire 1'équation de dimension de P et donner son unité dans le SI

e b) Montrer que P est aussi une énergie par unité de volume

e ) déterminer les exposantes X et y.

Exercice 14 Solution

0 petmel]-m- [y

l
_ [mllg] (P] = [m] [t—z] _[ml[] ML
- - [sT sl LT

[P] = ML™T72 > unité de P : (kg.m 1.57%)

=ML 112

b)
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Lmgh [3] tmllglin)
b= [V] == V]

1 MLT2L o
[P] = — = MLTT
c)

[v] = [k] [P]*[p]”

1[5 [ﬂr

B m gy* ymyY
wl =1k [5] [2] - vl = Stz][]
M*L* MY ) 2
—_ X XJ —4aXp—4iXx -

= mxty | —(x+3y) 7-2x _ E — px+y y—(x+3y) p-2x
[v] = M**Y L T | =ML T

£ = M**Y - (x+3y) T—Zx
T
LT = M*ty L—(x+3y) T-2x
( ( 1 1
13-
L = L—(x+3y) 1=—x-— 3y 2 12
MO=M*Y =><{ 0=x+y =1 y=-x=-5
T 1=T12% -1 =-2x 1
. \ r=5

Exercice 15

1/ Vérifier que les diverses expressions de 1’énergie ont toutes pour dimension :
[E] = ML?>T?
Energie potentielle, 1’énergie cinétique, I’énergie mécanique.
2/ La masse volumique (p) d’un cylindre de masse (m), de rayon (R) et de longueur (1) est
donnée par la relation suivante :

mx

Tt YR?

En utilisant les dimensions, trouver les deux constantes x et y.

p=

3/ supposons que 1’on prenne pour grandeurs fondamentales la pression P, la masse

volumique p et la fréquence v.
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Quelles sont alors les dimensions de 1’énergie E.

Exercice 15 Solution
1/

Energie potentielle :

Energie cinétique :

Energie mécanique (Travail)

2/

A
-
— g [—
=39
_‘I_J
([T L

=
T~

Ve
3
[R—

2
Il
I
<
~
&

L
_W T _T_ -
[g]—m— - T—LT 2
[h] =L
[E] = MLT %L
[E] = ML?>T?
E=mv? o [E] = 5] mlivP?
[E] =1 M (LT 1)?
[E] = M L*T?

W=FIl- [W]=[F][l]
[F] = [m][g] - [F] = M LT?
(W] =MLT 2L
(W] = ML?*T2

()
1 (L)Y(L)?

MlL—3 — MxL—y—Z

{ x=1 _){le
-y—-2=-3 (y=1

- ML™3 = M*(L"1)YL~?
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E =k P*p’v*
[E] = [P]*[p)[v]*

( [F] MLT™? L L
[P]=ﬁ= Iz =MLT?L™%2 > [P] = ML1T?
[m] _3
< [p] ™ ML
1] 1 _
\ [v] mor” [v]=T"1

[E] = [K][P)*[p)?[v]* > ML?*T"%2 = (ML™'T~2)*(ML™3)Y(T™1)*
ML2T %2 = MXL*T " 2XMYL 3T~ %
MILZT—Z — Mx+yL—x—3yT—2x—z

x+y=1-y=1-—x
—x—-3y=2->-—x-31-x)=2->-—x—-3+3x=2-2x=5

—2x—z=-2
_ 3
Yy=73
_5
*=3
z=-3
5 3

Exercice 16

La vitesse moyenne d’un gaz s’écrit sous la forme suivante

,8. Kg.T
v =
m.m

(m) la masse de la molécule, (T) la température de gaz exprime en kelvin.

a. Trouver la dimension de la constant de Boltzmann(Kpg).
b. La vitesse moyenne peut également s’écrite en fonction de la masse (m), le volume
(V) et la pression (P) du gaz (v = k P*Xm>V?). Trouver cette relation.
Exercice 16 Solution

a.
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, 8KpT K. = Tm v?
v = - =
m.m B 8T

[n]. [m]. [v]?
[8][T]

1 M(LT 1)?
Kol ==

[KB] =

= ML?T %2071

—

- [v] =%] = LT !

x
vV=-
t

v =k P*mYV?

[k 1[P]*[m][V]

S
I

5|~ 7=

l
[m][g] g mwm m
[S] ~[S]  [S][t?]  L?T?
[P] = ML™1T?

=ML 112

V=xyz - [V]=[x][yllz] = L.L.L = L3
[v] = 1 (ML™'T~2)*(M)(L3)*
[v] = M*L*T-2* MY L3
[v] = M**YL~*x+3zp-2x

MOLIT—I — Mx+yL—x+zT—2x

_ ( 1
MO:Mx"'J’ x+y:0 Z_1+x 12
{leL‘x+3Z—>{—x+32=1—> 3 - z==
T_1=T_2x —2x=-1 le i

2 \x=i
1 11
v =kPZm 2V2
PV
v=k |—
m

Exercice 17

. . . N km
Le rayon r de la trajectoire d'un mobile de masse m et soumise a une force centrale F = —

, s'exprime en coordonnées polaires (r,8) par :

1

k
;=;+Acos(9—a)
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e a) quelle sont les dimensions de k et ¢ ?

e b) quelle est I'unité de A dans le systeme SI ?

Exercice 17 Solution

1/
km
F=—
r
km Fr
F:—:k:—
r m

[F][r] MLT L
[m] M
F =mg - [F] = [m][g] - [F] = MLT?
v 1x «x ]

= —_ = —_— = — = —= -2
9=ttt t2—>[g] [t]2 LT

%=c£2+Acos(0 —a) - [%] = [cﬁz] + [Acos(6 — a)]

[k] = = L*T™ = (T™H)? = (v)?

—

- = Lo = (6 = K0
[r]  [c]? —=[A]->[A]l=L">A=(m")
[cos(0—a)] =1
{[c] K[ - [d] = L@@ = [ @)1
[Al=L"'>A4=@m™")
Exercice 18
La fréquence de vibration d’une étoile va dépendre de plusieurs parametres. La cohésion
d’une étoile étant assurée par les forces de gravitation, on s’attend a devoir faire intervenir : r
le rayon de 1’étoile, p la masse volumique de I’étoile et G la constante de gravitation
universelle et k est une constante sans dimension. Donner 1’expression de la fréquence de
vibration f en fonctionde R, pet g:
f=Kkripbge

Exercice 18 Solution
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[f] =
[r] =L
[p] = Iml _ -3~ 1= [r1*[pl blgl® =T =L* (ML™3)? (M~ 1L3T~%)°
[V

[G] = M~1L3T 2

—_—

L0 = [a-3b+3c¢ 0=a-3b+3c
LOMOT—I — La—3b+3¢ Mb—c T—Zc _){ Mo — Mb c _){ 0=b—-c
T-1=T1"2% -1=-2c
-
b=3
1
c=3

Exercice 19

Les formules suivantes sont-elles valides dimensionnellement !?

1/ x = vot? ,x = vt + %at2 et x = vt + 2at? Tels que : x désigne la distance parcourue,
a I’accélération et t le temps.

2/ E =mcz,E=m2cetE=§mc2

3/ L’équation d’un gaz parfait s’écrit RT = (P + Vio) (Vo — b) , avec p la pression du gaz, V,
le volume molaire et 7T la température Déterminer les dimensions des constantes physiques
Rb,a.

Exercice 19 Solution

[x] = [vo][t]? > L = LT™1T? > L = LT - est fausse
[x] = [vollt] [ ] > L=LT T+ LT ?T? > L =L+ L - est homogeéne

[x] = [vol[t] + [2][al[t]? > L = LT'T + LT 2T> > L =L + L
— est homogeéne bien que fausse
[E] = [m] [c]* » ML*T~% = M(LT™1)* > est homogeéne
[E] = [m]*[c] » ML*T~% = M?’LT ! - est fausse

3
[E] = E] [m] [c]? > ML?T~2 = M?LT~' - est homogéne bien que fausse

3/RT=(P+V10)(VO—b)
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Vi =P ->a=VyP - [a] = [Vo][P] = [3BML™ T2 = MI*T?
0

b=V-[p]=[V]=1°

PV [PIV] _ MLT'T2L% .y
RT=PV >R =—-I[R] = = 5 = ML?T~26

Exercice 20

1/ Donner la dimension de P dans 1’expression de la célérité du son dans 1air :

ou (P): pression de I’air et (p) : masse volumique de 1’air

2/ Taylor a supposé que le rayon du nuage est de la forme suivante :
R = E* tVp? (E : Energie, t :temps et p : masse volumique).
Déterminer les exposants x, y et z.

Exercice 20 Solution

N

P =v“p
[P] = [v]?[p]
[P] = (LT"H*(ML3)
[P] = L*T2ML™3
[P] = ML™1T2

4/ Exposants X, y et z.

R=E*t'p?
L= (ML*T"*)*TY(ML™>)*
L= MxLZxT—Zx TyMZL—3Z
MOLlTO — M(X+Z)L(2x—3Z)T(—2x+y)

0=x+12z
1=2x—-3z
0=—-2x+y
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X =—Z

1
1=2(—z)—32—>z=—§
2
0=-2(-2)+y-y=¢
(1
75
), _ 1
‘=75
-
\ Y =3
12 1
R=E5t5p5

Exercice 21

3/ L’énergie mécanique d’un satellite de masse m en orbite autour d’une planéte de masse M
a la distance r peut s’écrire :
gl 2+nw2 mM
=-mv
2 2r? r

Donner les dimensions des constantes C (constante des aires) et G (constante de gravitation

universelle) ainsi que leurs unités dans le systeme international.

4/ On admet que la formule de la poussée d’Archimede est de la forme suivante : F =
V*pYg? (V le volume du corps immergé, p la masse volumique du fluide et
g l’accélération de la pesanteur)

Déterminer les exposantes X, y et z.

Exercice 21 Solution

1/
1
rE =om 2
| o mc?
2r2
mM
kE =—-—G——
r
£ mc? 2 2r%E
272 T m
2_2r2E
T m
2][r1?[E] L*M L*T?
cp - ZIPIE] _ a2
[m] M
[C]Z — L4T—2
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(€] = (L4T—2)% = L?>T1

[C] = L?’T 1
C = m?s71
E GmM c rE
= —-—G—— - [ —
r mM
2p—2 32
6] = [r][E] _ LML“T _ L°T Y

[m][M] M.M M
[G] = L3T2M1

G =m3s% kg1
2/
F=V*pYg*
Volume : [V] = L3
Masse volumique : [p] = % = ML™3
Accélération de la pesanteur g = % = tiz - [g] = % = LT ™2

Force : [F] = M LT~?
M LT ? = (L3)* (ML3)Y(LT ?)*
MLT2 = L3* MYL 3V L?T?*
M IAT-2 = [3x-3y+z pqy T-22

1=y 1=y
{1=3x—3y+z—>{1=3x—3(1)+(1)—>x=1

—2=-2z 1=z
F =V*pYg*
F=vlplig!
F=Vpg

Exercice 22

3/ on recherche a déterminer 1’accélération de la pesanteur (g) a partir d'un pendule simple,
en utilisant la relation de la période (T') donnée par : T = 21 \E ou L est la longueur de

pendule. Calculer la valeur de g et donner l'incertitude Ag en utilisant
e la méthode de la différentielle totale
e la méthode logarithmique

Exercice 22 Solution
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e la méthode de la différence totale

L L
T =2m |[—- T? =[2m]? —
g g

L dg dg

_ 2 = —J -
g = [2m] T2—>dg 6LdL+0TdT
L L
o 3 ([2m)? ) dL+0(g[2n]2 ) .
9=""aL ar
[2m]? [2m]?L2
dg = TZ dL — TdT
[2m]? [2m]%L2
dg = T2 dL + _T dT
[2m]? [2m]%L2
Ag = TZ AL + TAT
Ag [2m]*1 AL+ [2m])?L2 1 AT Ag [2m])*? T? N [2m])?L2 T?
— = - —_— > —=
g T?> g T g g T? [2m]?L T3 [2m@]?L
Ag AL AT
— = +2—
Ag = (AL +2 AT)

e la méthode logarithmique

L L
g = [2m]? 7z~ Ing=In ([Zn]2 ﬁ)

L
Ing = In[27])? +In —

T2
dg d[2m]*> dL _dT
— 2 _ 2 9 _ —_— 22—
Ing =In[2r]*+InL —-InT* - 9 22 + I T
dg—O-I—dL—i-I 2|dT
g L T
A AL AT
Ag _AL AT
g L T
Ag = (AL+2AT>
g_g' L T

Exercice 23

Trouver I’incertitude relatives de la grandeur G définie par :

_ Xy
Cx+z

AT




o
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En utilisant :

e la méthode de la différentielle totale.

e la méthode logarithmique

Exercice 23 Solution
xy
x+z

e Meéthode de la différentielle totale.

aG aG aG
dG = —dx + —dy + —dz

ax ay dz
12, ), 2R
_\x+z X+ z x+z
dG = EP dx + ay dy + 97 dz
y(x+z)—xy x(x+z) xy
= dx dy d
a6 (x + z)? l (x+2)  (x + 2)? d
yz x xy
N P A d
[(x+z)2]dx+(x+z)dy+(x+z)2 z
yz x xy
=|————|A A A
AG [(x+z)2] x+(x+z) y+(x+z)2 z
AG yz ] 1 Ax + X 1 Av + Xy 1 A
- _ z
¢ la+22l 2 T avn 2 VT G+ XY _
(x+2) (x+2) (x+2)
Az yz 1(x+2z) x (x+2) xy (x-l—z)A
= V4

z (;\c+z)2 Xy x (x+2z) =xy Y (x+z)2 xy

[(x + z)] = Ay [(x + z)

e la méthode logarithmique
Xy
xX+z
Xy )
xX+z

lnG=ln(

InG =In(xy) — In(x + 2)
InG=Inx+Iny—In(x + z)

E:g+ﬂ_d(x+z)

G x vy ((&+2
d_G=g+ﬂ_ dx B dz
G x y (&+z) (x+2)
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dG [x dx dy dz
?:[g_(x+z) y C(x+2)
dG [xx+xz—xx]dx dy dz
E=[W7+7‘(x+z)
dG [ z 1dx dy [ z 1dz
G lx Ty laralz
dG [ z (dx dy [ z |dz

G lx+2lx 'y lx+2)lz
AG [ z 1Ax Ay [ z 1Az

G [(x+2)] x 7 (x+2)] z

Exercice 24

Un objet placé a une distance p d’une lentille, voit son image formée a une distance q de

celle-ci. La distance focale de la lentille est alors donner par la relation :
pb-q
f=—s
pt+q
Déterminer I’incertitude absolue de la distance focale (Af) en fonction de p, q, Ap et Aq par
deux méthodes (la méthode de la différentielle totale et la méthode du logarithme)
Exercice 24 Solution

Méthode du logarithme

_ pq
f=0+q

p-q
In =ln( )
! pt+tq

Inf=1In(p.q) —In(p +q)
Inf=Inp+Inq—In(p+q)
df _dp dq_d@+q)
f pr 4q p+q
df_dp dg dp dq

f P q p+q p+q

7 (% p+q)d (a‘m)dq
- Cora) e+ (oot s)
)

+

(=7
=

p(p+q)

df d d
f <(p+q)7p ((p+q)> :

44

—~—
| —
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Aff ((p jIr q)) = <(p i q)) =

Ap 4 Aq
Hora)a
=1 (Gva) 7 oro) 7
Méthode de la différentielle totale

__Pa
p+q
_of of
), 2
__\w+ta/ _wtq
df = ap dp + aq dq
et + ) — (.9 p(p+q) — (p.q)
df_[ (p + q)? dp+ (» + q)?
_[a.p+4*-p.q] [P’ +p.q—Dp.q
df_l wror | P wrae2 l
[ 4 ] P ]
df__(p+q)2_ dp+_(p+q)2_ dq
q* ] _ p* ]
af _1(p + q)* [(p + @)%
A A S
B - p?
df _1(p +q)> [(p + @)%
7T _pa_ Wt _pq_ M
(p+q) r+q
df P+ q)] P+q
l(p+q)l dp+_P+q)H 44

U _[a ] dq
+lp -(p+q)
o _[ 4] 2q
P+l p Llp+q
]A_‘I

q 14p
ool |
I=1e+al s Tlo+o
Exercice 25
La constante de torsion C d'un fil métallique de section circulaire s'exprime, en fonction de sa
D4-

longueur L et de son diametre D, par la relation : C = YT

ou y estle module de torsion caractéristique de la nature de fil.




o
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Donner l'incertitude AC en utilisant
e a)la méthode de la différentielle totale

¢ b) la méthode logarithmique

Exercice 25 Solution

a) Méthode de différentielle totale

C=y—

L
dc=%dy+a—CdD+§dL
y ad oL
4 4 4
o(rg) olrg) (v
dcC = 3y dy + 7d dD + 3L dL
D* D3 D*
dC=Tdy+4deD—deL

dC D*1 D3 D*

T -rcrtpedbrpedl
dc _D* 1 D? 1 t 1
<"1 D4dY+4yTWdD yszdL

L L L
dc D* L D3 L D*
Tszdy+4yTWdD—yL—zmdL

dC_dy dD dlL

c Y D L
8C_87, 48,1 AL
C Y D L

AC Ay AD AL

< v b1

b) Méthode logarithmique

D4 4
CzyT—>lnC=lnyT

D4 4
lnC=lnyT—>lnC= lny+lnT

InC=Iny+InD*—1nL
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InC=Iny+4InD —1InL
dc dy+ dD dL
cC vy D L
AC Ay N AD AL
cC v D L
AC Ay AD AL
— =—+ + ‘
c Y D
AC Ay AD AL
—=—+ +
Cc Y D L
Exercice 26
A Ialtitude z au-dessus de la surface de la Terre, le champ de pesanteur est égal 2 :
I=" R+ 22
ou M est la masse de la Terre, R son rayon et G la constante de gravitation universelle.

.. ) A .
Donner l'incertitude ;g en utilisant

a) la méthode de la différentielle totale

b) la méthode logarithmique

Exercice 26 Solution

ag ag ag ag
dg = (—) dG (—) dM (—) dR (—) d
9=\a¢ MRz * oM/¢r, * OR/ ¢ m 2 * 0z)¢mR ‘
M M M
06— 06— 06—
(R + 2)? (R + 2)? (R + 2)?
= —= 27 _ =7 M _— R
dg EYF dG + oM dM + 3R d
M,R,z G,Rz G,M,z
M
96—
0z
G.M,R
dg — dG+ G d GM2(R + z) GM2(R + z)
I=R+2? (R + 2)2 (R + 2)* (R +2)*
dg — dG+ G 1 AM GMZ(R+z)dR GM2(R + z)
I=R+2? (R + 2)2 (R + 2)* (R +2)*
M G GM2(R + z) GM2(R + z)
d DL N2 R 1L N2 TR 1L NE TR L4
49 _ (R+2) dG + (R+ z) dM — (R+z) dR — (R + z) dz
g GL GL GL GL
(R + 2)? (R + z)? (R + 2)? (R + 2)?
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dg M (R+2)? G (R+2)? GM2(R + z) (R + z)?
— = dG + dM — dR
g (R+2? M (R+2)?2% GM (R + 2)* GM

_GM2(R+2) (R+ z)? iz
(R + 2)* GM
dg dG dM 2 2
? G M R+ zdR " R+z
dg |dG dR dz
_2’ ‘ ‘ (R+z)+‘_ (R +2)
dg dG dM dR dz
g G G (R + z) (R + 2z)
Ag AG + AM +2 AR Az
g G (R + z) (R + 2)

dz

Méthode logarithmique

c M
(R + 2)?

Ing=1In (Gﬁ)

ng=InaG+1In

g:

(R + 2)?
Ing=InG+InM-In (R + z)?
Ing=nG+nM-2In (R+2z)
d_gzd_G+dM_2d(R+z)

g G M (R + 2)
dg _dG dM _ (dR+dz)
g G M (R+ 2)
d_g dG+dM 9 dR dz
g M (R+z) (R+z)
dg |dG dR dz
_=| | | (R + 2) +|_ (R +2)

dg dG a6 | dM + dR dz
g G (R + z) (R +z)
Ag AG AM AR Az

g ¢ M T Ry PR+
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Exercice 27
L’indice de réfraction n d’une substance, déterminé a 1’aide du réfractometre, est donné par la

relation: n = VN2 —sin?a  ou N étant I’indice du prisme de forme rectangulaire du
réfractometre et a I’angle d’émergence.

1/ Calculer I’incertitude absolue An , en supposant que n ne dépend que N eta .
2/ Calculer I’incertitude relative %n

AN:N =1,626 + 0.001 et = 60° £+ 0.001’

Exercice 27 Solution

1/ An
1
n =+/N2 —sin2a = (N? — sin? a)2
dn = (On) dN + (a") d
"= \on aa) ™
1 ! 1 -3
dn = (E'ZN' (N? — sin? a) 2) dN — (E' 2 cos a.sina. (N? — sin? a) 2) da
1 1 1 -3
An = (E' 2N.(N?% —sin? a) 2>AN - (E' 2 cos . sin a. (N? — sin” a) 2) Aa

1 1 1 1
An = |§.2N. (N2 — sin? a) 2| AN + |— (E.Z cosa.sina. (N2 — sin? a) 2>| Aa

1
An = (N.AN + cos a . sin a Aa)(N? — sin? a) 2

N.AN + cosa .sina Aa

An = 1
(N2 —sin? a)2
2742
n
An 1 N.AN + cosa .sina Aa
o i 1
(N% — sin? a)2 (N?% — sin? a)2
An _ N.AN + cos a.sina Aa
n (N2 —sin? a)

n=+/N%—sin2a =./(1,626)2 —0.75 = 1.89

g " (mi 0.001'.1°
{1 (degree) — 60 (,mmute) = , — 1.67°.10-5
x = 0.001 60
360° - 2w rad 1.67°.107° .2n rad .
{1 670. 10_5 b y - y = 3600 = 3 10 rad
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An _ (1,626).(0.001) + (0.5) (0.87)(3.10°7) _ 0,002

= =0.001 - An
n 2 _cin2 ¥ 1.89
((1, 626)2 — sin 3)
=(0.001).(1.89)
An = 0.002

Exercice 28

En dynamique des fluides la vitesse d’un fluide est donnée par la relation suivante :

ng,,w

P1

Avec g accélération de la pesanteur, p, et p4 sont des masses volumiques et h une hauteur.
Démontrer que ’incertitude relative sur v est donnée par la relation suivante :

Av _11Ag = Ah p2  Ap; | P2 Apl]
_ = = —+ + |-
v g h  (pz—p1) P2 (p2z — p1)! p1

Exercice 28 Solution

ng,,w

P1
1
_ 2
v = <Zgh (p2 P1))
P1
1
_ 2
Inv=1In <ZghM>
P1
1 (p2 — P1)>
nmv==In|2gh————
2 < g P1

In2gh + In <M>l

] 1
nv=—-
2 P1

1

Inv = > [In2gh + In (p, — p1) — In pq]

[In2+Ing+Inh+In(p;, —py) — Inpq]

d2 d dh d(p; — d
—+—g+—+ (P2 —p1) P1l

nv=

N|

dv_l
v 2
dv_l

v 2

2 g h (p2 — p1) P1
d dh dp,—d d
[0 + ag 4 En Pz —apy P1]
h (p2 — p1) P1
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ﬁ 1 d_g n @+ p1(dp; —dpy) — (p2 — P1)dp1l
v

2lg h (P2 — P1)P1

dv 11dg dh p,dp,—p1dps — p,dp,+ p1dp, ]
—=c|—+ -+

v 2lg h p1(p2 — p1)

dv _ [dg dh dh . p1dp; — pzdpl]

v 2 h p1(p2 — p1)

d [dg dh p1dp; p2dpq
2 —+

v p1(p2 — p1) - pP1(p2 — p1)
[dg dh P2 dp; _ p2dpq
v 2 Pz (P2 —p1) P1(p2—pP1)
ﬂ:_ d—g+ %_{_ P2 sz_ P2 dp1]
v 2lg h (P2 —p1) P2 (P2—P1) P1
Av_1 A_g+ ﬂ_l_ P2 Ap; P AP1]
v 2lg h  (p2—-p) P2 (P2-p1) P1
Av 1149 A_h+ Pz Ap; N ’_ P2 A101]
v 2lg h  (p2—p1) P2 Pz — P! P1

Exercice 29

La résistivité électrique (p) d'un fil électrique de cuivre de diamétre (D) , de longueur (L) et
de résistance (R) est donnée par la formule :

m.R.D?
4L

. ) A .
Calculer l'incertitude 7” en utilisant :

e a)la méthode de la différentielle totale
¢ b) la méthode logarithmique

Exercice 29 Solution

. . A
Incertitude relative Tp : méthode logarithmique

7. R. D?
lnp=ln< 2L >
Inp=In(m.R.D*) - In(4.1)
Inp=Inmt+nR+nD*- In4-InL

np=Inm+InR+2InD—-In4-Inl
dp dR dD dL

p R °D T
dp _dR  dD  dL
R D L
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Ap AR AD AL
P R DT
7. R. D?
P="31
Incertitude relative %p : méthode de la différentielle totale

_(0p ap ap
dp = (ﬁ>m dR + <5>R,L b + (ﬁ)m dL

an.f.LDZ an.f.LDZ an.f.LDZ
dp = —F dR + —50 dD + T dL
D,L RL RD
dp_n.DZ dR+1t.R.2D D_n.R.Dz il
4.L 4.L 4.12
al_p:n.D2 1 p +1r.R.2D 1 dD_n.R.DZ 1 il
p 4L mRD? 4.L m. R.D? 4.12 m.R.D?
4L 4L 4L
dp m.D®* 4L m.R.2D 4.L m.R.D* 4.L

= dD - dL
p 4L mRDZV T 4L mRD? 4.17 m.R.D?
dp _dR _dD dL

» TR °D 1
dp dR dD dL

2_
p R DI

Ap AR AD AL
—_—=— 4 —t —
p R D L
Exercice 30

Le long d’un tube cylindrique étroit de rayon R et de longueur L, le débit volumique Qy d’un
liquide réel, en écoulement en régime permanent, est donnée par la loi de Poiseuille :

_ T R*(P; - P))
B 8nL

4

Ou P lapression et 7 le coefficient de viscosité. Trouver I’incertitude relatives sur Qy.

Exercice 30 Solution

_mWR*(Py—P)
v 8nL

m R*(P4 — P2)>

In Qyzln< )

In Qy=1In (11' R*(P4 — PZ)) —In (87L)
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In Qy = Inm+ InR* + In(P; — P;) — In8 — Inn — InL
In Qy =Inm+4nR + In(P, — P;) — In8 — Inn — InL

+—
Qv /2 R (P, —P;) n L

+—
Qv R (P, —Py) n L

Qv R (Py—P;) (Py—P;) 1 L
AQy AR AP, AP, An AL
AQV AI;? (PIA; . (PIA; Fa) An ALL
2y _ 2R, S e B
Qv R (Py—P;) (Py—P;) n L

Exercice 31
La vitesse d’une masse suspendue par un fil a I’extrémité d’un pendule simple est donnée par

la relation suivante :

V=\/gL(1—cos0)

ou (g) est I’accélération de la pesanteur, (L) est la longueur du fil et (@) est ’amplitude

. . . N\ 4
angulaire du pendule. Donner l'incertitude relative v

Exercice 31 Solution

V= \/gL (1 —cos0B)
v=(gL(1- cosa))%
Inv=In(gL(1- cose))%

1
Inv = Eln (gL (1-cosh))

1
Inv= E(lng +InL+In(1- cos6))

av._1/dg N dL N d(1 — cos0)
“2\g L (1-cos8)

Vv 2

dav 1,dg dL sin @
T =32+ Tt do)
Vv 2\g L (1-cos0B)
AV_1(Ag+AL+ sin @ AO)
Vv 2\g L (1-cosf)
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Exercice 32

1/ Convertir le vecteur U = v,l + vyj des coordonnées cartésiennes (1,J )  en
, . o , . di, _ dig
coordonnées polaires (U, ,Uy) et déterminer : 10 et Ty
. — - - 7 2, P 5> 5 30
2/Convertir le vecteur v = v,1 + vyJ + v,k coordonnées cartésiennes (l . k ) en

coordonnées sphériques (i, , g, U,)

3/ Convertir le vecteur ¥ = v,1i, + vgliy + Vi, des coordonnées sphériques (u, ,ﬂg,fi,p)
, s . > > 3

en coordonnées cartésiennes (L, , k)

Exercice 32 Solution
1/

{Tir = cosO1 + sinfj
Ug= —sin@1 + cosOj

>V =v,(cos01 + sinbj) + vy(—sind 1 + cosOj)
6
V=v,c0801 + v, sin@j+ — vy sin@ 1 + v, cosOj
v, =V, c0sO — vy sinb
vy, = v, sin@ + vy cosO
Ainsi nous aboutissons a un systeme de deux équations a deux inconnues
{vx = v, c0SO — v, sin0

vy, = v, sinf + vy cosO

v, cosO = (v, cos@ — v, sinb) cosO

v, sin@ = (v, sin@ + v, cosO) sinb

U= (v, cosO — vgsind) i+ (v, sind + vy cose)f—>{

1,050 = v, c0s*0 — v, sind cosO ]
{vy sin@ = v, sin®0 + v, cosO sin® ~ Ux cos6 + vy sinb = v,
v, sin@ = (v, cos@ — v, sinf) sinO
{vy cosO = (v, sinf + v, cos@) cosO
v, sin@ = v, cosO sin® — v, sin*0
{vy cos® = v, sinf cosO + v, cos*0
v, cosO + v, sinf = v,
{—vx sinf + v, cosO = v,

- v, €0s0 — v, sinb = vy

U = 0,1, + vy > (v, cosO + v, sinb)u, + (—v, sind + v, cosO)u,

U, = cosO1i + sinfj dii
du, d(cos@1 + sind]) - < der ﬁr>

deo deo

= —sinf 1 + cosOj = Uy
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Ug = —sin@1 + cosOj d i,
du d(—sin@1 + cos6@ - Lu
d; = ( 18 ) = — (cosOU + sinfj) = —u, < de 0>

2/
{ Tz’=vxi+vyf+vzﬁ
U = v, U, + Voly + V,li,
i, =sinOcos@i+sinOsingj+cosd k
Uy =cos@cos@i+cosOsingj—sind k
U, = —Ising +jcos ¢
¥ =v,(sinfcos@i+sinfsingj+ cosO k)
+v9(cos 8 cos 91+ cosOsingj—sin® k) + v, (~isin @ + j cos @)

¥ = (v, sin 6 cos ¢ + v,c0s 6 cos ¢ — v,sin @)1
+ (v,sin 8 sin ¢ + v, cos 6 sin @ + v,,c0s @)] + k( v,c0s 0 — vysin B)
v, = v, sin 6 cos ¢ + v,cos 6 cos ¢ — v,sin @
v, = v,sin @ sin @ + vy cosOsin ¢ + v ,cos @
v, = 1,080 — v48in 0

[Vx sinfcosp cosB cos@p —sin@][Vr]
Vy|=|sin@sing@ cos@singp cosq ||Ve
v, cos 0 —sin@ 0 [V
Nous créons une matrice de déplacement :
sinfcos@p sin@sing c¢cos0O [V,
179 =|cosO cosp cosOsing -—sin0||v,
—sing Ccos @ 0 v,

—sm0c05<pv +sinfsing v, +cosO v,
Vg = coS 0 cos<pvx+cosesm(pvy—sm(-) v,
v, =—sing v, +cos¢ v,
¥ = (sinfcos¢ v, +sinfsing v, + cos O v, )u,
+ (cos @ cos @ v, + cos@sing v, —sin® v,)i,
+(—sing v, +cos@v)) 1,

3/
{ V=v,0l+v,]+ v,k
U = 0,1, + Volly + V,li,
i, =sin@cos@i+sinOsingj+cosO k
Uy =cos@cos@i+cosOsingj—sind k
U, = —Ising +jcos ¢
¥ = v,(sin@ cos @i +sin@singj+cosO k)
+9(cos 8 cos 91+ cosOsingj—sin® k) + v, (~isin @ + j cos @)
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¥ = (v, sin 0 cos ¢ + v,cos 0 cos ¢ — v,,sin )T
+ (v,sin @ sin @ + v, cos 8 sin ¢ + v,cos @) + k( v,cos 8 — v,ysin 0)
v, = v, sin 6 cos ¢ + v,cos 6 cos ¢ — v,sin @
v, = v,sin @ sin @ + vy cosOsin g + v,cos @
v, = 1,08 0 — v4sin O
V=v,d+v,)+ v,k
¥ = (v, sinf cos ¢ + v,cos 0 cos ¢ — v,sin @)l
+ (v,sin 6 sin ¢ + v, cos 0 sin @ + v,,c0s @) + (v,.cos 0 — v,sin O)k




CHAPIIRE : II Cinématique du point matériel




CHAPIIRE : II Cinématique du point matériel

L 4

II. Cinématique du point matériel

I1.1. Définitions Générales
L’objet de la cinématique est 1’étude des mouvements des corps en fonction du temps, sans
tenir compte des causes qui le produisent.
Les grandeurs physiques de la cinématique sont le temps, la position, la vitesse et
I’accélération.
"Etudier le mouvement" veut dire :
& Trouver I’équation de la trajectoire du mobile.
& Trouver la relation mathématique entre vitesse et temps.
& Trouver la relation entre position et temps.
& Trouver la relation entre vitesse et position.
Pour étudier un mouvement, il faut :
% un systeme de référence ou repére = (trois axes orientés + une origine)
% une horloge
Un point matériel est un objet infiniment petit devant les distances caractéristiques du
mouvement pour étre considéré comme ponctuel.
Pour décrire la position d’un point nous avons besoin d’un repere : repere = origine + base

Le plus souvent la base est orthonormée : le repére est alors appelé repere cartésien (0, T,

j k)

Un point M de I’espace est repéré par ses coordonnées X, y et z tel que:
OM(t) = x()T + y(©)] + z(t) k
Si le point M est en mouvement (On distingue essentiellement trois type de mouvements :

translation, Rotation et Vibration) : le Vecteur OM dépend du temps
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La trajectoire est I'ensemble des positions successives occupées par le mobile M lors de son
mouvement. Celle—ci peut étre rectiligne ou bien curviligne. Elle peut étre ouverte ou fermée.
Exemple

Un mobile est repéré par les coordonnées suivantes :

{x (t) = Acoswt
y (t) = Asinwt

En supprimant le temps, on obtient : x% + y? = A%

La trajectoire est donc un cercle de centre O et de rayon A

L’équation de la trajectoire est une relation qui lie les coordonnées du point entre elles.
I1.2. Mouvement rectiligne

Trajectoire d’'un mouvement rectiligne est une droite

M, M.
i:‘
. = g ; — g ; > X
0 oM, X

2
oM; x 2
tl S tz

AOM

>
>

Vecteur position :0M = x(t)T avec x(t) est appelée équation horaire du mouvement

Vecteur déplacement :M{M, = AOM = OM, — OM; = (x; — x1)T
Vecteur vitesse moyenne : Si At =t, —t; est le temps mis entre M, et M, , la vitesse

moyenne est :

7 MM, AOM(t) OM,—-O0M,
meOAt T At -ty

— X2 — X1, Ax_)

V 1=—1
™ot -t At
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Vecteur vitesse instantanée : c’est la vitesse moyenne calculée sur un intervalle de temps

tres petit, qui a la limite tend vers zéro

AOM(t) dOM(b)

V=Vi= lim—% dt
V=V =i Ax, dx,
A= VYR T

. . dx ., . Lo 2
e Sional’expression de x(t), alors d—’: désigne la dérivée de x(t) .

e Sion ale graphe de x(t), alors % désigne la pente de la tangente a la courbe

x(t).
. AV V-V = .
Vecteur accélération moyenne : @,, = - = tZ tl avec d,, et AV Sont dans le méme
2~ 4
sens et direction.
p v (mf's)
3
B
1
secante
2
tangente
t(s)
= 1 2 3 i

A gs ) . AV dV
Vecteur accélération instantanée : d = a; = lim,,_, ¢ ~ %

e Sion al’expression de v(t), alors Z—I: désigne la dérivée de v(t).
e Sion ale graphe de v(t), alors % désigne la pente de la tangente a la courbe v(t).

— N —
Mouvement rectiligne uniforme : V = constanteet a =0
Mouvement rectiligne uniformément accéléré : @ = constanteet a.V > 0

-
Mouvement rectiligne uniformément retardé ou décéléré : d = constanteet d.V < 0

Passage de la vitesse a la position :

dx
V=—->dx=Vdt
dt
X2 t tz
j dxzj vdt - xz—x1=f vdt

X1 ty ty
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tz
Xy = .l- vdt + X1
t

1

Passage de I’accélération a la vitesse :

av
a=—->dV=adt
dt
Vy ty
dej adt
Vi t1

Mouvement rectiligne uniforme (MRU) : Le MRU est un mouvement rectiligne a vitesse

constante :
Par conséquent :
av, 0
a=——-a=
dt
x(t) t x(t) t
dx
E=V0—>dx=V0dt—> j dx = JVodt - J dx=V0fdt

x(to) to x(to) to

x(t) - X(to) = Vo tdt

to
x(t) — x(&) = Vo(t — o)
x(t) = x(to) + Vo(t — to)
oll X9 = x(ty) C'est une équation, représentée par une droite.
Le mouvement rectiligne uniformément accéléré (MRUA ou MRUYV) : Un mouvement est
dit uniformément accéléré si la trajectoire est une droite et si I’accélération est constante.
a = ag

Par conséquent :

av t
— =Qy V(t) = V(to) + f ag dt
dt .

V(t) = V(to) + ae(t —to)
ol VO = V(to)
V() =Vo+ag(t—to)

dx t
Frin Vo+ag(t—to) > x(t) =x9+ | (Vo+ao(t—ty))dt
to

1
x(t) = x9 + Vo(t —to) + an(t —tp)?

La représentation graphique de 1’abscisse x en fonction du temps t est une parabole.
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Relation entre a, vet x :

_VO
V=V0+a0(t—t0)—>(t—t0)=
0
N V-V, 1 [V—VO]Z
X=X (4 —a
0 (] aq 2 %o aq

V? =V3 + 2ay(x — x¢)
I1.3.Mouvement dans I’espace ou curviligne

I1.3.1.Position d’un mobile

On peut définir la position d’un point dans ’espace de deux manieres:

& En repérant le point par rapport a un repere orthonormé

T trajectoire

|

o

TNM ()

©
. . mouvement

\ (t<t)

\<—>y

Le vecteur position s’écrit :OM(t) = 7(t)

& En considérant un point sur la trajectoire pris comme origine

M
Ml// 2

X N\

On parle d’abscisse curviligne notée : s = M{M,

La loi décrivant s(t) en fonction du temps est appelée équation horaire
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I1.3.2.Vecteur déplacement

C’est la distance pour aller du point M4 au point M.

MM, = AOM(t) = AF(t)

7(t + AD)

I1.3.3.Vecteur vitesse d’un point
La vitesse d’un mobile caractérise la variation de sa position au cours du temps.

Vecteur vitesse moyenne

Soit deux positions du mobile M et M, a deux instants tet t + At.

o _ MM, _ AOM(t) _ AF(E)

m At At At

z

_ M,(t+AD

<|
s 9

7(t + At)

Le vecteur vitesse moyenne est parallele au vecteur déplacement
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Vecteur vitesse instantanée

e Y At dt

Ou le sigle A désigne la variation de la grandeur qu’il accompagne.

Mathématiquement, cette limite de taux d’accroissement est la dérivée du vecteur position par
rapport au temps

Conclusion

la vitesse instantanée a I’instant t est assimilée a la vitesse moyenne entre deux instants t;ett,,

tel que t est milieu de [t , t,] et At petit.
I1.3.4.Vecteur accélération
Accélération moyenne

Elle caractérise la variation du vecteur vitesse

AV(H) _V(ty) —V(ty)
At t, — t,

am(t) =

d,,,(t) ale méme sens et direction que AV(t)

Accélération instantanée

o _AV(®)  dV(t)
a(t) = a,(t) = lim —e—=—p

II.4.mouvement dans le plan
I1.4.1.Etude du mouvement en coordonnées polaires

On repere le point M par la distance OM = r et ’angle

oM = {r(t)

6(t)
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r(t) et O(t) sont les équations paramétriques en coordonnées polaires

On prend deux vecteurs nouveaux unitaires u,. et Uy
. —_— —
Puisque :OM = ru,

U, = cosOT + sin0j

Uy = —sinBi + cosOj
Nous dérivons le vecteur position
. do_zvi= dlrii,] _ rdﬁr+ﬁ dr
dt dt dt "dt
Or:
du, du, do _ .
ac ~de ar “°
‘s;r = d(COSOld;— sind)) = —sinOi + cosOj = Uy
donc :
V(t) = rﬁgﬁ + ﬁrﬂ
dt dt
B
dt
dr
ik
V = riiy0 + u,r
V= Tu, + rlu,
ou encore :
V=V,+V,
soit
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V = Vrﬁr + Vgﬁ)g

ou: V, et Vg sont les vitesses radiale et orthoradiale respectivement.

Nous avons
V =V, + Vi,
alors :
i dv d[rur + 16,
dt dt
'ﬁziﬂdﬁr+u di'+r0%+ru £+9u dr
dt ' dt dt o dt odt
9 _p
dt
dr
Frinks
di, di, d0 .
- do dr - —u,0
c:;g = d(—smO;e-l— cos6)) = —cos01 — sinfj = —(cosO1 + sinbj)) = —u,

—

d =7g. 0 + Ui +10(—1u,0) + 11s0 + OUiyT
= rl—l)g 0 + firr - 1‘9217,. + rﬁ)gé + eﬁ)gr

= (i— 10T, + (270 + rd)ii,

Ql

a=au, + agiy
d=14d,+0d,
I1.4.2.Mouvement circulaire
r = R = Cte le vecteur vitesse est donc :
V = RO,
V]l = ré
Et I’expression du vecteur accélération est :
= —R6%u, + RO,
d=au, + agug
d=d,+d,
Remarquons que cette accélération a deux composantes :
e Accélération normale notée par dyportée par la normale, dirigée vers le centre, et de
sens contraire 2 delle indique la variation de la direction de la vitesse.

?iN = _ar = —(—Rﬂzﬁr) = Rgzﬁ)r - aA, =ay = ReZ
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e Accélération tangentielle notée pardr, portée par la tangente a la trajectoire au point
M, elle indique la variation du module de la vitesse.
do =dr = RO, —> ag = ay = RO
I1.4.3.Mouvement circulaire uniforme

Pour ce mouvement la vitesse est constante en module. Et puisque 7 = R = Cte, Dans ce

cas :
V = RO,
=wt->0=w
ou w(rad/s) est la vitesse angulaire (constante).
V = Rw U,
V|l = v = Rw (n/s)

d = d, = —Rw?u,

= mss)
ay = R m/s
Dans le cas d’une trajectoire quelconque il suffit de remplacer R par le rayon de courbure de

la trajectoire, p , qui est en général fonction du temps : p = p(t)
VZ
ay = —(m/s?)
YTop

I1.5.Coordonnées curvilignes ou intrinseques
Si la trajectoire d’un mobile M est connue, on peut 1’orienter et choisir un point origine O. La

valeur algébrique de I’arc s(t) = OM est ’abscisse curviligne s du point M.

&% s> 0sien allant de O a M on se déplace dans le sens de 1’orientation.

& s<0sienallantde O a M on se déplace dans le sens inverse de I’orientation.
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Le bon sens impose qu’on oriente la trajectoire dans le sens du mouvement.
La fonction s = s(t) est appelée équation horaire du mouvement

U7 porté par la tangente a la trajectoire en M est orienté dans le sens positif

Uy :porté par la perpendiculaire 2 la trajectoire et dirigée vers I’intérieur
e Vitesse

ds(t
( )ﬁT = VﬁT

V=

dt

e Accélération

X
a_d_l7_d(Vﬁ’T)_VdﬁT _av
Tdt T dt O dt ' Tdt
du; du;do
dt _ de dt
dur
de Y
. dv_, do _, _ -
a=EuT+VEuN=aTuT+aNuN
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d 4o ds rd6
= _ —_—
S=T dt  dt
do 1ds V
dt rdt r
_av
T odt
VZ
ay = —

ar

r
dv 174 dv V2

— — —

=—Ur + _ﬁN = aﬂZT + aNﬁ)N
r

IL.5.1.Composantes de Frenet
Les composantes de Frenet sont relatives au triedre défini en un point de la trajectoire (c) par
les trois vecteurs unitaires suivants

e jtangent a la trajectoire

e ynormal 2 la trajectoire

e g = Uy A Uyvecteur unitaire bi-normale

Lodav_,  v? vz

a=EuT+7uN V_Zﬁ dﬁ’T_)dﬁ’T_ Uy

. dV dWip) _dv  dip T ' dt dt V¥
“Tac " ac  "ac TV ar
di;, V_,
a Tr

dﬁ)r d31_) dﬁT 1_)
—_— = — —_ — = —
dt _der' ™V T ds  r'w

I1.6.Mouvement dans I’espace
11.6.1. Etude du mouvement en Coordonnées cartésiennes

oMt = x() i+ y@®) ]+ z(O) k

x(t), y(t) et z(t) sont les équations paramétriques du mouvement
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e T — >y
........... O [ty
x/ OM projeté sur le plan xOy
e Vitesse moyenne
. AOM(t) AF(t) Ax(t) . Ay(t) . Az(t) -
Vm(®) = ac - ac - ar tTac Mo k
Vin(8) = Vi ()7 + Vi (8)] + Vi, (D)
e Vitesse instantanée
_ dOM(t) d7(t) dx(t) . dy(t) . dz(t) -
Ve = ac  ar  ar TTar Mt Tan k

V() = V()i +V, )]+ V,(Dk
Les vecteurs de la base (f, 7, E) des coordonnées cartésiennes étant fixes, leurs dérivées par

rapport au temps sont nulles :

di di dk
Y.

actac T @

e Accélération moyenne

AV(E)  AVL(8) . AV, (D) - AV, () =
At At At/ At

A (£) = Ay (DT + @y (O] + @, (D

Zim(t) =

e Accélération instantanée

dV(t) dv, (t). dV,(t dv,(t) -
_ave _ x()i>+ y()i+ ®

@) = —g¢ dt dt dt
. d?OM(t) d?x(t) . d2y(t) . d%z(t) -
e =——m =gz ‘Yz Jtae ©

a(t) = a, ()i + a, ()] + a,(Ok
I1.6.2.Etude du mouvement en coordonnées cylindriques
En coordonnées cylindriques le vecteur OM s’écrit :

OM =ru, + zu,
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H est la projection de M dans le plan xoy

74
]

| o—ligne de la coordonnée =z
18

ligne de la coordonnée 6

¥
-
V_do_ll’i_d[rﬁ’r+zﬁz]_ dl—ir_l__) dr+ dﬂz_l__) dz
- odt dt T T ae T a T

En coordonnés cylindriques la vitesse est :

du, _ dr dz

Var—+u,—+u,—
dt " dt 7 dt

U, = k (constant)
V =7, + ruy + zi,
V=V, +Veiy+ V, 1,
ou : V, et Vg sont les vitesses radiale et orthoradiale respectivement. et I’accélération:

d_l_/’ _d[Fu, + 10, + 2,

P dt
_)__dﬁ’r_l__, di~+ édﬁ9+ . d9+9_> dr+_dﬁZ+H dz
=0 T T ae T e g T e ar T ae T Y a

a =Tyl + U, i + 10(—1,0) + r1is0 + Otgr + 0 + U, %
a = i0uy + i, — r0%u, + rOu, + Oiiy + 0 + 7,

da=(r0+206r)u, + (i — r6*)u, + zu,

d=(#—10%)u, + (r0 + 2 6r)i, + 7,

I1.6.3.Etude du mouvement en coordonnées sphériques
oM =ri,
i, =sinfcos@i+sin@singj+cosOk

Uy =cosOcos@i+cosOsingj—sinOk

U, =—singi+cosgj
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Z
kA A
Uy
o N\, \
. Ok— y
i "} ]
m
X
du d|sin 6 cos @1+sin 0 sin ¢@j+cos 0 k . . > . >
o i _dl ¢ ¢l j=—51n051n¢l+51n0cos¢]

do do

—

u
—— =sinf (—sing@i+cospj)) = sin 01,

de
du d[sin 6 cos @i+sin 0 sin @j+cos 0 k . R . -
o der: [ L r 2l ]=cosBcos<p?+cosBsm<p]—sm(—)k=u9
du d|cos 0 cos @i+cos 0 sin @j—sin 0 k . - . . > -
o d—;= [ L 10 Ll j=—sm0c05(pl—sm051n(p]—cosOk
dﬁ@ . > . . > M —
a0 - —(51n0cos<pl+ sinfsingj + cos(-)k) = —u,
du d(cos 6 cos @i+cos 0 sin @j—sin 0 k . - >
o o _ 4 L L2l )=—cosesm(pl+cosecos¢]
do do
du, . > —
o d—(; =cosO(—sin@i+cosBcospj) = cosOu,,

du,  d(-singi+cos @j) _

do de 0

. dii, _ d(— sin @i+cos @) _

de do

—cos@i+—singj=—(cospi+singj)

dii,,
do

. == —(sin 0@ u, + cos O u,)

Multiplions U, et Uy respectivement par sin 6 et cos 6.
(iir =sin@cos@i+sin@singj+ cos(—)E) sin
(ﬁ’g = cosBcos¢f+ cosesin(pf - sinBE) cos @
sin @ u, = sin 6% cos (pf+ sin 6% sin (pi +sinOcosOk
{cos 01, = cos 6% cos (pf + cos 6% sin (pj' — cosOsin0k

la somme des deux équations du systéme donne :
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sin @1, + cos @i, = sin@? cos @+ sinB?sin@ ] + cos 0% cos P + cos B%sinp |
sin @1, + cos 81, = cos @ i(sin 8 + cos %) + (sin 6% +cos 0?)sing ]
sinf@u, + cosOu, = cos@i+singj

du(p

* W= = —(sin@u, + cos B uy)

vecteur position en coordonnées sphériques dépend du vecteur u,. Ce dernier dépend de

sangles 8 et ¢ donc sa dérivée par rapport au temps est donnée par :

r/_dOM_d[er,.] 3 dﬁr_l__, dr dur d0+du do v dr
“Tdat  dt T dat " ar T T|de dt T de dr| T Mrar
V=rig.0+sin0u, ¢|+u,r
V=7, +r0uy+rpsin0i,
. dV  d[riu,. +70uy+1@singi,)
a=—=
dt dt
__ du, dr dii, dé dr diu,, __ dsiné@
a=r dr +urdt+r0W+ru9dt+0u9d—+r(psm0d +r ou, NPT
trsin@i ¢+..0qdr
T Ssin uq, dt @ sin uq,d
. dii, d6+dﬁr o), _ di édﬁg d0+dﬁ’9 do| d0+9 dr
. a0 dr Tdp dr| T rar T de ar T ar| T e 0% g
N 0|4 di, do duq, d(p P dsin0+ in 8 do
r(psm de dt d(p dt r(pu(P dt T sin u(p dt

+ o sin 83 dr
¢ sin 0, —
=7 [Up0 + sin 0 U, @] + U, ¥ + 1 0], 0 + cos OU, @] + 110 + Ouiyr

+7 @sin0[0.0 — (sin O, + cos Ouy)@| + r @1,0 cos O + rsinOu,p
+ @ sin 0,7

a=71Upf+7 sin@u,p + Ui —r 6%, +rbcos O, ¢ + riiyh + Ou,r

—r @*sin 0%, — r p*sin O cos Oy + r P10 cos @ + rsin O U, P
+ @ sin 0 U, 7

l72

'
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a=(#—-r0>—r@>sin6?)u, + (27 0+ 718 —r @>sin O cos 0),
+ (27 ¢sin6+2 r Opcos6 + r sin )i,

I1.7.Mouvements relatifs
Soit a étudier le mouvement d’une particule M par rapport a un repere fixe R , appelé repere
absolu. II est parfois intéressant d’introduire un second repere R’, dit repere relatif, par
rapport au quel le mouvement de M soit simple a étudier.Soient,

e R(0,xyz) un repere absolu (repere fixe).

e R'(0’,x’y’z’) un repere relatif (repere mobile par rapport a R).

z

Ol I
2 o 5 o
-

i y

x"/?
» _—
j y

0

z
=
k

x‘/}'

I1.7. 1.Mouvement absolu
Le mouvement de M considéré par rapport au repere absolu R(0, x,y, z ) est caractérisé par
les grandeurs :
e Vecteur position
OM(t) =7(t) = x() i+ yO) ]+ z(t) k

e Vitesse absolue

—

pa— dOM . - . - . 7

Va=W=x(t)l+ y)j+ z(t) k
e Accélération absolue

— dva . - . - . 5

a, = dr =x®) i+ y)j+ z(H) k

Les dérivations sont effectuées dans R dans lequel la base (7,7, E) est invariable.
I1.7.2.Mouvement relatif
Le méme mouvement, considéré par rapport au repere relatif R’ (0',x',y',z"), est

caractérisé par les grandeurs :

73

—~—
| —
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e Vecteur position

oM@ =r=xOU+yt) )+ 2K
e Vitesse relative

5 _do'M _ dx' OV + y'() )+ 2 @) K)

— Wi =7 o s o1 F
r=— T XOT+ YO + 20
e Accélération relative

dv, dx®v+y@®) )+ 2®K) .
d, = dtr= F® yfu)] ® )=x’(t):'+y’(t)1’+ z'(t) k'

Remarque: les dérivations sont effectuées dans

R’ dans lequel la base (7,7, F) est
invariable.

Composition des vecteurs vitesses

M -
Z A kr
N
- T
! —
r o o = '

=l
-
n_.‘.J,
(o]

Par ailleurs, OM = 00’ + O'M donc :

—

=7+ 1

; _dOM _doo0’ do'M _doo’ dX'® 7+ y @) + 2@ K)

a

dt dt dt dt dt
~ _do0’ dx®) dy®)) d(z@®K)
Va= a " ar T ar dt

Si on dérive par rapport au temps, en tenant compte du fait que la base (7,7, k") peut varier
dans R, on obtient :

.  do0’ _dx'(t) , dU _dy® , df _dz(t) , dK
V, = 1 +1 T + x'(t) T +7 T +y(t)E+k—dt +z(t)E
(

l74

'
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a

dx'(t) 7 dy’(t)]_7 N dz'(t) F)

dt dt dt

- doo’
dt

—+x’(t)d—l+y(t)£+z(t)dk> (

— — —
Vo=V, +V,
Vitesse d'entrainement
La vitesse d'entrainement nous permet de déterminer la nature du mouvement du repere

mobile R’'(0’, x’y’z") par rapport au repere fixe R(0, xyz).

. doo’ | dv dj  di
Ve = i +x(t) +y(t) +z(t) i

Lorsqu’il existe un vecteur de rotation @ lié au repere de rotation, la formule de poisson nous

permet d'écrire:

(dv o
dr WAL
dj’ _
&L AT
ac O
e onk
ac = ¢
_, doo’ B - B
Ve = di + x’(t)(aj/\ l') +y’(t)(a))/\],) + Z,(t)(a))/\ k,)
_, doo’ B B B
Ve = dt + (E;/\x’(t)l’) + (a’Ayl(t)]/) + (a’/\zl(t)k,)
. doo’
Ve=——ta A @®U+y @) +2 k)
OM(t) =71 = XOT+y®) ] + 2@ K
. doo’ _
Ve=——+@A0'M®
e Jorsqu'il y'a translation et rotation:
. doo’
Ve =d—+w/\0M(t)

e lorsqu'il y'a translation pure : il n'y'a pas de rotation @ = 0

., doo’
Ve=—1¢
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Lorsqu’il y'a rotation pure: Les deus repere sont superposés, ils ont la méme origine:
(00’ =0)

—_—

V,=wA0M()
Vecteurs accélérations
e Accélération absolue
. d*0oM dv,
a = —=
a dt? dt
e Accélération relative
. d*0o'M dv,
a = =
r dt? dt

Accélération d'entrainement

. _dv, d 00’ . oW
%= "ar “at\ at ¢

a —dzw+ d(_)/\W(t))
=gz Tar\”
. d¥*00" dé —. . .
a, = 1 +EA0M(t)+w/\(w/\0M(t))

Accélération de Coriolis
Cette accélération est due a 1'effet de rotation du repere mobile
d.=2(wAV,)
Relation entre les accélérations
En dérivant l'expression de ? par rapport au temps, on montre que l'accélération absolue
peut se mettre sous la forme:

—

a,=d,+d,+a,

(. d?00 [dw onol+ s <ﬁ o ))
a, = +|—n t +[w/\ w A t ]
¢ dt? dt
) _ d*o'M
T A
L a.=2(wnV,)

d, : Accélération d’entrainement

d,: Accélération relative
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d.: Accélération de Coriolis

Démonstration
_d*oM _dv,
W= T dt
d[(doo’ | dv dj’ dk’
E <7+X(t)—+}’(t) +Z(t)—>
W) YO 47O
+<dt‘+ ac 't Ta k

— —

_ dV, d dW+d L TALY (P TATL. ,(t)dﬁ
Y=g Tac\ " de ac\* Y ar ac\Y “War ) Tac\ 2\ ar

dx'(6)-\ d (dy'(®)-\ d (dz'(F)_
+dt< dt >+E< dt ]>+E< dt k)

R _dVa_d2W+ ,(t)d27+dx'(t)dl ,()dz' dy’(t)d] - 200 d2i’
=g T ae ¥ \WWae dt dt dt? dt dt dt?
dz' (t)dk’ dx'(t)dv o7 d’x'(t) dy (t)dj o7 d?y' (t)
dt dt dt dt ' ' de dt dt ) "ae
dz' (t) dk’ T d?z'(t)
dt dt dt?
_ dv, d2W+ ,(t)d27+ ,(t)d27+ ,(t)dzﬁ
Y=gt “\Taez T Wae Y W TP Wy

d*x'(t) . d*y'(t)_, d*z'(D) o
ez dez dt?

5 dx'()div dy(t)d) dz'(t)dk’
dt dt = dt dt dt dt

( d00 da?i d? j' dzk

a, = 2 +x(t) +y(t) +z(t)
d*x (t) - dzy (t)7 dzz ) — dZO M

ia, = i+ + =
r dt? acz ’ dt® dt®

~ (dx’(t)di’ dy (t)dj dz (¢ dk’)
a, =2 — —+ —

dt dt dt dt dt dt

d,=d,+d,+d,
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d 7 d - d _
=x@® (@A) +y O (@A) +2 O 5 (@A K)

— — —

ATy AT 420 AT
“F W ae MY W M TR gy

dv o dydi
x(t)wAdt+y(t)w/\dt+z(t)w/\dt]

— — —-—>

d ! d !
E/\x(t)l +d—/\y(t)] 1

29 z'(t)iil

+[H®OGA(GBAY) + Y DBA(BA)) + 2 OB A (B AK)]

—

= d_(: Ax @OV +y' () + z’(t)ﬁ)l

+[BA(BAXDOV) +BA(BAY ®))) +BA (GAZ (K]

B [% AR +y 07 +2OF) |+ [@ (@A (@7 +y @©) +2®K))]

—

”"l_‘;’ NOTH(D)| + [@n (@0 M)

’(t) +y(t)d2+z(t) —[%/\W(t)]+[5/\(5/\ﬁ(t))]

7 7
dt dt dt dt+ dt dt w/\l)-l_ dt w/\])+

2<dx(t)dz L0 dZ(t)ﬂ):2<d;\;t(t) - WO G

az' () — . 77
0 (@)

o dx'@®) - dy' () _, dz'(t)
—2<(1)/\Tl +(1)/\T] +wA dt k

_, [dx'(t) - dyl(t)—> dz'(t) — L, =
_2<wA< el rad B rranl s =2(wAV,)
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dx' () dv s dy'(t)dj’ . dz' (t) dk’
dt dt dt dt dt dt

)=2(6/\Vr)=ac

G, = dZB?f'+ deO'M(t) +[—’/\<—’/\0'M(t))] +d,+d
o= | —3 T wA|@ d, +a,

d,=d,+d,+d,
in(BAT) = (AO)F - A BT
G A (a A 0'M(t)> . (as. 0'M(t)> @ — (@.B)OM®) = (6’. o'M(t)) @ — w?OM(D)

I1.8.Exercices corrigés
Exercice 1
Dans un repere cartésien (0,X,y), muni de la base (Ex ,Ey ) un point M en mouvement a

pour équations horaires

{x =1+ cost
y = sint

1. Déterminer 1’équation de la trajectoire
2. Exprimer le vecteur vitesse V , Donner la valeur de la vitesse V du point M et
montrer que le mouvement est uniforme.

3. Exprimer le vecteur accélération d

Exercice 1 Solution

{x 1+ cost
y = sint

{x— 1= cost_){(x— 1)2 = cos?*t
y = sint y? = sin’t

(x— 1)?+y? =12

>(x— 1)2+y?= cos®’t+sin*t

Trajectoire est un cercle de centre (x =1), (y = 0) etderayon (R=1)

_dx d(1 + cost)

Vy=——= = —sint
dt dt = = =
, -vV=v,€,+v,€
dy d(sint) . rex Yy
vV, =—=———"" = (C0S
Yo dt dt

U=-sinté,+coste,
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—

Wl =v= |v2+v?= J(=sint)? + (cos t)2 = 1ms™!

La vitesse est constante, le mouvement est donc uniforme

_dv, ddx d’x d(-sint)

T4 Tdidt dee dt B S o -

_dvy, ddy d’y d(cost)
YTar Tdtde der T dt

a=—coste, +—sinte,

= —sint

Exercice 2
Un point matériel M est en mouvement dans le plan (x0y). Les composantes cartésiennes de

son vecteur position sont :

{x(t)= t—1
y(t)=—-t*+1

1. Déterminer 1’équation de la trajectoire de la particule.

2. Déterminer les composantes du vecteur vitesse (vx(t ), vy (t )) et du vecteur

accélération (ax(t ), a,(t ))

3. Déterminer les composantes tangentielle ar(t ) et normale ay(t ) de I’accélération
4. Déduire le rayon de courbure R de la trajectoire en fonction du temps.
Exercice 2 Solution
{ x(t)=t—-1
y()=-t*+1
{ x(t)+1=t¢
y@)=—-(x@)+1D*+1
yt)=-x*t)-2x—1+1

y(t) = —x*(t)-2x
La trajectoire est une parabole
dx(t) d(t-1)
T T
dy(t) d(-t*+1)
ETar T ar
UV = v, (D)1 + v, (1))

v

-2t

B =i-2t]

Bl =v =2+ (-20% = V1 + 4£2

1
v=_1+4t*)?2
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_dvx_d(l)_0

7 T ar T dr
_dv, d(-2t)
YT a T dar

a = a,()i+a,(t)]
d=0u,—-21,

ldll =a=+(0)2+(-2)2=+vV4=2
a=2
dv d 1 1 1
=—=—((1 427>=_ 1+ 4t2)271
ar == dt(( +460)2) = 2 8e(1 + 462)
4t 4t
ar = =

1+ 4t2)% V1 + 4t2
t
41 + 4t2

a= aTﬁ)T + aNl—iN

ar =

a’ = a;? + ay?
ay? = a® — a;?

o = 0~ ()

16t*
1T
, 41 +4t%) — 16t
W= 1+ 42
4 + 16t* — 16t> 4
T 1442 1+4t
,_ 4
1+ 4t

_ 4
av = 11ae

172

R

aNZ =

2

ay

ay

ay =

1 3
(1+4t*)z (1 +4t?)2
2 B 2

2
R_(\/1+4t2) 14447

1 2
1 + 4t2 V1 + 4t

= (1+ 4t»)1.
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3
1+ 4t%)2
R=( . )

Exercice 3
Les coordonnées (x,y) d’une particule dans un repére orthonormé xOy sont données en

fonction du temps par :

{x(t)z 2t + 1
y(t) = 4t(t-1)

1. Déterminer 1’équation de la trajectoire de la particule.

2. Déterminer les composantes du vecteur vitesse (vx(t ), vy(t )) et du vecteur accélération

(a.(t),a,0)).
3. Déterminer les composantes tangentielle ar(t) et normale ay(t) de 1’accélération et
déduire le rayon de courbure R de la trajectoire en fonction du temps.
Exercice 3 Solution
Equation de la trajectoire :
x(t)=2t+1-2t=x(t)—1

_x()-1
t=—"%—

y(t) = 4t>— 4t
o= 4 () ()
y()= (*(t) —2x(t) + 1) — 2(x(t) — 1)
y(t) = x*@) —2x(t) +1—2x(t) + 2
yt)= x*(t)—4x(t)+1+2
y(t)= x*(t) —4x(t) +3

Les composantes du vecteur position

dx dze+ 1) _
= — - =—
Ve = g T Vx dt
d d(4t? -4t
vy =d—}tl - v, =%=8t—4=4(2t—1)

V=1,1+7vy)
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B=21+42t-1)]

1P| =v = \/(2)2 + (42t - 1))2

Il =v = J4 + (16(4t2 — 4t + 1))

IVl =v = J4 +4(4(4t% - 4t + 1))

1Bl = v = J4 (1+ (4422 - 4t + 1))

19l = v = 2/(1 + 16t% — 16t + 4)

DIl = v = 2/16t2 — 16t + 5

1
Y| = v = 2(16t* — 16t + 5)2
Les composantes cartésiennes du vecteur accélération.

dv, _d(8)_0
dt  dt

dv, d(8t—4) 8

v, = 8-a,=

lall = a=+(0)%+(8)?
lall =a=8

Les composantes tangentielle et normale du vecteur accélération

1
dy d (2(16t2 —-16t+ 5)7> 1 1
= — = = - - 2 _ 2
ar=— m 2-(32t—16)(16t* — 16t + 5)

vZ
WER

dv (32t — 16) 2t—1
dt

1 1
(16t%2 — 16t + 5)2 (16t%2 — 16t + 5)2

vZ
W=R

ldl=a=8
a =+/(ap)? + (ay)?
a? = (ap)? + (ay)?

(aN)Z =a% - (aT)Z

ar
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ay =+ a? — (ar)z
8
V16t2 — 16t +5

ay =

Rayon R de courbure de la trajectoire :

v? R v?
a = —_— = —_—
N R Ay

(V16 —16t+5)
8
V16t2 — 16t + 5
4(16t* — 16t +5)
8
V16t2 — 16t + 5

3
_ (16t? — 16t +5)2
B 2

Exercice 4

Un mobile se déplace sur ’axe OX avec une vitesse v qui, a I’instant t, est liée a son
abscisse par la relation : x = avv — b

Déterminer I’équation horaire x(t).on supposequ’a t =0,x =0

dx dx
v=r o x—a’——b
i p = dx x+b _ |dx (x+b)2 dx
_ -5 —:—
o  ar dt dt

Exercice 4 Solution

(x + b)? dx tdt
a2 dt (x+b)2 ? (x+b)2=0?
1 t
_x+b=?+c
{tzoﬁcz_l
x=0 b
1 t 1 bt—a?
“X+b a2 b ba?
1 bt — a?
x+b  ba?
2 baZ
x+b=—bt_ 5 x——b—bt_a2
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—b(bt — a®) — ba*> —b?*t + ba* — ba? b*t
- bt — a? - bt — a? T T bht-a?
b2t
T Tht-a?

Exercice 5
Supposant que 1’accélération d’un mouvement rectiligne soit une fonction connue de
I’abscisse x du mobile a = a(x), et qu’au point particulier xq la vitesse v du mobile soit
Vo
1. Déterminer en fonction de x : (v? — v})
2. Examiner les cas particuliers suivants
e a(x)=a,
e a(x)=apx
e a(x)=aysinx
Exercice 5 Solution

1/
dv dvdx

o) = T Txdt

v
a(x) =Ev - vdv =a(x) dx

j:v dv = jxa(x) dx - [v;r = Jxxa(x) dx

X

X
v: —vy? = Zf a(x) dx

X0

e alx)=a,
X X
v: —vy? = ZJ ay dx = ZaOJ dx = 2a, [x]},

X0 X0
2 — 1% = 2a,y (x — x)
e a(x)=apx

x x xzx
2 _ 2 = = Z
v° — v, —ZJaoxdx—ZaOJ xdx—ZaO[ l
X

X0 X0 2 0

v2 —vo? = ay (x? — x3)
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e a(x)=ay sinx
X X

v: —vy? = 2[ apsinx dx = ZaOf sinx dx = 2ay[— cos x]},
X0 X0

v? —vy? = 2a,(cos xy — cos x)

Exercice 6

Une particule M se déplace sans vitesse initiale, a partir d'un point O sur I’axe x'ox , avec
une accélération a, telle que a = (@ — Bv) avec a, B : constantes positives et v la vitesse
de particule.

a) Exprimer la vitesse en fonction du temps &

b) que devient cette vitesse apres un temps tres grand. Que conclut-on ?

¢) trouver la position x(t) du point M

Exercice 6 Solution

a) la vitesse en fonction du temps ¢

dv dv
Y=E=a_ﬂv_)a—ﬁv=dt
dv —B dv

fa_ﬂvzfdta a_ﬁvzf—ﬁdt
du
u=a—ﬂv—>du=—ﬂdv—>dv=—7

ﬂzf—ﬁdt
u
In(a — Bv) =—-Pt+ A
at=0->v(0)=0-A=Ina
In(a — pv) =—Pt+Ina
(@ — Bv) = e Bt+na — geBt
a—Bv=ae P> pr=a—ae bt

Bv = a(1 - e k)
v= %(1 — e Pt)

b)sit=00 - v==2
) si i

v = cte le mouvement est uniforme

¢) la position x(t) du point M
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v= %(1 — e Pt)

dx «a
= —_— = — — e Bt
v=g =gl

a a a
dx =—=(1—-eP)dt » dx = =dt — - e Ftdt
ﬁ( ) B B

(14 (14
x=—t+—eF +B

B B?
x=%(t+%e"“)+3

Exercice 7
Dans un repere orthonormé (0, Uu,, ﬁy ) , un mobile M décrit dans le sens direct 1’ellipse

d’équation :

2 2

Xy

21!

Le point M est repéré sur ’ellipse par ’angle @ . Déterminer les vecteurs vitesse ¥ et

accélération d et en fonction des dérivées O et

Exercice 7 Solution
Equation du cercle :

x2+y*—a?=0
Equation de I'ellipse :

x2 2
T+l 1=0
a
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Coordonnées du point M

/

{x’ = acos@
y = asin@

Remplacons x’ et y’ dans I'équation du cercle : x% + y%> —a? =0

a’?cos?0+a’sin?0—-a*>=0-cos?0+sin?0-1=0
a? (cos?0 + sin?0) —a?> =0 - cos?0 +sin?0—-1=0

Par identification
2

X x
cos%0 +sinf0-1=0 ?zcoszeeazcoseﬁx:acose
X2y 5
—+>-1=0 2
a? b2 %=sin29—>%=sin0—>y=bsin9

Maintenant que nous avons les coordonnées du point M, nous pouvons repérer ce point sur

cosf ==
I’ellipse par ’angle 8 tel que { .
sinf =

TSI a|

La vitesse du point M est :

—_—

OM=xu,+yu, > OM=a cos@ u,+bsinb u,

—_—

_ doM d B o o B
v=— = E(a cos@ U, +bsinb u,) =—absinOi,+bbcosbi,
L’accélération du point M est :
d’0M _d dOM _ dv
TdiZ  dt dt  dt
d=—a(0sin@ + 6% cos0)u, + b(6 cos® — 6% sinb)u,

— d > - — - —
a =E(—a951n9ux+b0coseuy)

Exercice 8
Une roue de rayon R , tourne autour de son centre a la vitesse angulaire wg. Elle
entraine une bielle AB de longueur dont I’extrémité B est assujettie a se déplacer sur
I’axe fixe Ox .Ona: AB=1,0A=R, l>R et 6(t) = wyt
1. Trouver I’équation horaire du mouvement de B , si A passe en Agat = 0s .

2. Déterminer la vitesse v.

Exercice 8 Solution
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_— ——  ——  —— @  —— —

OB =0A+AB - AB=0B - 04

lo4] = R
loB]| = x
l4B]| = 1

(4B)’ = (0B — 04) = [[0B||" + 04| - 2(0B.04)

|4B|* = [0E|"+|[04||" - 2[[0E]|[04]| cos( O, 04)
L?> = x* + R* —2 x Rcos wyt
x*+ —2xRcos wot + (R —1L*) =0
A= b%*—4ac — 4 R?cos? wyt —4(R?> - L?
A= 4 R? cos? wyt — 4R? + 4L? > A= 4 R%*(cos? wot — 1) + 4L?
A= 4 R?sin? wyt + 4L?

_ —b++VA 2 Rcos wyt + 2/ R?sin? wyt + L2
- 2a 2

X

x = Rcos wot ++ R?sin? wyt + L?

A(t=0)->x=R+L
2n

Le mouvement est sinusoidal de période T = —
0

dx d 1
v=-_o= a(R cos wyt + (R?sin? wyt + L2)2>

1 1
v = —R wg sin wyt + 2 woR?(2 sin wyt cos wyt) (R?sin? wyt + L?) 72

woR? (2sin wyt cos wyt)

UV = —R wq Sin wyt + 1
2(R? sin? wyt + L2)2

g R?sin 2 wyt

vV = —R w( Sin wyt + 1
2(R?sin? wyt + L?%)2
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R sin 2 wyt

V=R wy|—sin wyt + 1
2(R? sin? wgyt + L?)2

Exercice 9

Un point matériel M est en mouvement dans le plan (x0y). Les composantes cartésiennes de

son vecteur position sont :
x=at
{y = B t?
ol a et B sontdes constantes positives.
1. Ecrire les équations aux dimensionsde a et f8 .
2. Ecrire le vecteur position oM .
3. Donner 1’équation de la trajectoire.

4. Déterminer les composantes cartésiennes (v,) et (vy) du vecteur vitesse

5. Déterminer les composantes cartésiennes (a,) et (ay) du vecteur accélération
6. Déterminer les composantes tangentielle (ar) et normale (ay) du vecteur accélération.
7. En déduire le rayon de courbure de la trajectoire.

Exercice 9 Solution
x=at
{y = B t?
ol a et B sontdes constantes positives.

1/ Equations aux dimensions de a et 8 .

x=at
x
a=-
t
[x] L
:—:—:LT_l
[a] [T
[l =LT?
y=-Bt’
y
P=5
[yl L
=== =LT7"
B =1z =12
[Bl=LT?
2/ Vecteur position oM .
OM=xi+yj
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OM=ati+pt:]
3/ Equation de la trajectoire.

XxX=at
X
t=—
a
y= Bt

y=8()

4/ Composantes cartésiennes (v,) et (vy) du vecteur vitesse

. dx d(at)
= - = — = =
r=a Ux T dt
dy d(Bt?)
= 2 = — = =
y=pt —>vy—dt it B2t

1Bl = v = (a)? + (2Bt)?

v=+a? +4B2%t?2

1
v=(a’? +4B%?%):2

5/ Composantes cartésiennes (a,) et (ay) du vecteur accélération

dv, d(a)
e T T
_dv, d(2B)

dt  dt 2B

lall =a=+v(2B)* =28
lall = a=2p

6/ Composantes tangentielle (ar) et normale (ay) du vecteur accélération.

dv
ar :E
1
d((oz2 +4ﬁ2t2)7> L L
ar = i ESﬁ t(a® +4B-t°)2
( )|
{ 9 )
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1 1
ar =§8ﬁ2t(a2 +4B%t%*)2
B*t
1
(a% +4B2t2)z

— — —
a:aTuT+aNuN

aT:4'

2

a’ = a;? + ay?

ay? = a® — a;?

2
2
ay® = (2B)* - (4 Fe 1)
(a? +4B2%t2)2

16 *t 2
(a? +4B2%t2)
. 2=4B2(a2 +4ﬁ2t2)_ —16p 4t ?
N (a® +4B2t2) (a®2 +4B2t2)
. 2=4[32a2 +16[i’4t2_ —16p 4t ?
N (a® +4B2t2) (a® +4B2t2)

, 4B2a2
W =@ +4p%t?)

3 4 B 2a?
W= @z 482D
S 2f«a
Y@ +ap D)

7/ Rayon de courbure de la trajectoire.

aN2:4ﬁz_

2

v
aN—F
2
R=—
ay

2

(\/az +4ﬁ2t2)
- 2fa

J(a? +4B2%t?)

J(az +4B2t2)
2Ba

R=(a? +4B%*>*"x

(a? +4B8% 2)%
2Pa

R=(a? +4B%?*)"x
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R (a? +4ﬁ2t2)%
2fa
Exercice 10
Une particule M se déplace dans le plan x0y. Sa vitesse est définie par :
V=aiy+bhj
ou a et b sont deux constantes.
Déterminer I’équation r(0) de la trajectoire en coordonnées polaires.

Exercice 10 Solution

foomm N — M
| :—--:— -------
o !
Yoy | "ryi i U E
Lo -
v L —_ X
¥ T ! :
1 x|
: 1
1 1
i - »!
L R > Ury
ugx
ﬁ)r = _iirx + _l—iry
ur urxz+ ury]
u
cos 9 = —= u,, = cosf
Izl *
_ Ury —
sin@ = — U, sin 6
Izl Y
2,1l = l[ugll = 1

Ug = —'ugxl + 'ugy]
U,
c0s@0 =——->u, =cos0
[l || y
u
sin = ——= - u, = sin@
ol
Il = llugll = 1
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di, di, do

2 - do dtz(—s1n01+cos0f)9=0u9
dug du,dé

ot - do di - (—cosOi—sinB))0 = —0u,

—
v =

dr d(ru,) dr_, du, -
i dt =Eur+r7=rur+r0ug

1_7)=1."l—l)r+r0ﬁ)g

1

izl =11l =1

J=sin0@u, + cos B u,
V=auy+ b (sinfu, + cosOy)

V=alyg+bsinBu,+ bcosBOiy

l94

'
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V=(a +bcosB)u,+ b sinOu,
V=>bsin0u, + (a +bcos)u,

V=7uU,+r0i,
U=>bsin0u, + (a +bcosh) u,

f—dh—\

F =2 _ b sineg 1
r—dt— sin@ ...................
. do
r0 =r—=a +bcoso0 ... 2
dt

do
2_a+bcose_rﬁ_ do dt do

1~ bsine  dr dtdr dr
dt
rdd a +bcosf dr b sin 0 dr b sin 6
dr= b sin @ _)rd0=a+bcose_)7=a+bcose
dr_ b sin @

r a +bcos
fdr f b sin @
a +bcos€
Inr=—In(a +bcosB) +C

Exercice 11

Les coordonnées cartésiennes d'une mobile M sont données en fonction du temps par :
1 .,
x(t) = R cos (E wt )

1
y(t) = Rsin (E wt2>
e 1/ Donner I'équation de trajectoire décrit par le point M
e 2/ Déterminer les composantes cartésiennes du vecteur vitesse (¥ ) et son module v
e 3/ Déterminer les composantes cartésiennes du vecteur accélération (d) et son
module a
e 4/ Quelles sont les composantes intrinseques (ar) et (ay) de I'accélération?
e 5/ Déterminer les composantes des vecteurs vitesse (V) et accélération (d )en

coordonnées polaires. Conclure.
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Exercice 11 Solution

1/
1 2 2 2 2 1 2
x=Rcos(—wt) x“ = R* cos (—wt)
2 2
1
y = Rsin (E a)t2> y? = R? sin?

wt?

N|m= N| =
e
o~
N
N——

N————

1
x* + y* = R? cos? (E wt2> + R? sin?

N|= — —

1
x*> +y? = R? (cos2 (E wt2> + sin? (

g
~
N
N———
N———

x% + y? = R?
La trajectoire est un cercle de centre 0(0, 0) et de rayon R

2/

OM=xu,+yu,

4 1 2 — = 1 2 -
OM = (R cos (E wt >> u, + (R sin (E wt )) u,

1
R (1 t2> dx d(R cos (Ewtz)) Rl 2t si (1 tz)
= — e d = —_—= e — f— J—
X COoS 2 w UV, dt dt 2 w sin w
. (1
R (1 tz) dy d(Rsin(zwt?)) r Loz (1 tz)
= —_ e d = —_—= == f— —_
y sin 2 w 'Uy dt dt 2 w COoSs 2 w

v, = —Rwtsin ( 2)
_ £2
vy, = Rwt cos ( >

v x TV y

1
V= ( Rwt sin ( )) u, + (th cos (2 wt2>> u,

Bl = v = J( thsm( wtz)) (thcos(%wtz))

1 1
Y| =v = \/(—th)z sin? (E wt2> + (Rwt)? cos? <E wtz)

2

1 1
V|| =v = \/(th)z sin? (E wtz) + (Rwt)? cos? (E wt2>
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IVl =v = j(th)Z (sin2 (%wﬂ) + cos?2 (; wt2)>

Y]l = v = V (Rwt)?
I¥|| = v = Rwt

3/ Les composantes cartésiennes du vecteur accélération.

1
Rwtsi (1 tz) o d(—thsm(ith)) REw?2t (1 tz)
= — _ e d = = = — —_ p—
vV, wtsin (5w a, 1t 1 5w 2tcos (5w
1
Rot (1 t2> o, _d{Ruteos (or’) R>w?2tsi (1 t2>
= —_ e d = = — — - —
vy wtlCos 2(0 ay dt dt 2(1) sin zw

1
a, = —Rw?tcos (E wtz)

2 2

1 1
lal| = a = \](—szt cos (E wt2)> + (—szt sin <E wt2)>

—

1 1
]l = a = \/(—szt )2 cos? (E wtz) + (—Rw?t )% sin? (E wt2>

1 1
||| = a = \/(szt )2 (cos2 (E wtz) + sin? <E wtz))

lall = a =y (Rw?t )?

lld|| = a = Rw?t

4/ Les composantes tangentielle et normale du vecteur accélération

_dv d(Rwt)
= T ar
2 (Rwt)?
_v _ — pya2s2
ay = R R Rw“t

Exercice 12

Le référentiel d’étude () est associé au repére d’espace orthonormé (0,1, , iy, U,).

Soit I’hélice droite définie en coordonnées cylindriques dans () par (4 est une constante

positive) :
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On s’intéresse a un point matériel M qui décrit cette hélice dans le sens des @ croissants
1. Calculer les vecteurs vitesse et accélération de M dans (%) en coordonnées
cylindriques.
2. Calculer la vitesse v de M dans (Z2).
3. M parcourt I’hélice a la vitesse constante vy. En déduire les vecteurs vitesse et
accélération de M dans (Z) en fonction de vy, R et h.
Exercice 12 solution

1 - La position du point M est caractérisée par ses coordonnées cylindriques r, 6 et z. Le

—
vecteur OM s'écrit alors :

OM=0H+HM =71, + z1,

<Y

X = Rcos@
< {y = Rsin0O
z=hao
- {ﬁ’r = cosO1 + sinfj
© lip= —sin@7 + cosOj
U, = cosO1 + sinfj dii
du d(cosO1 + sin@ - Ll
dBr = ( 10 ) = —sinf ( + cosBj = U, < de r)
. i s 01:0: —;111)01+c0s0] (dﬁg é)

u —sin@1 + cos - u

o _ D o__ (cosOT + sinBj) = — u, do o

do do

HM =R, + ho 1,
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d

v=——=—(Rii, + hoi,)

ﬁ_(dR)_) R du, +(dh)(-)_’ +h(d(~)>_, he du,
v=a) " dt dc) e dt) dt
7=0+R d, +0+h(de>* + he dii,

v= dt dt) dt
P=0+R du, do +0+h(de>* +he dii,

v= do dt de) " de

S_p du, do +h<d9>_> ‘o
v="%"d0 dat ac) '

Bl = (R 6)* + (08" ~ v = /A% + 12

&5 _ d(R 9, + hoi,)

= dt
*—(dR)é" +R 46\ +RO diiy +(dh)0" +h d6) +ho dii,
a=ar) %t de ) ' dt de) dt ) ' dt
- . (dii, -
a=0+ROuy+REO dr +0+h0Ou,+0
d=R0Oi,+RO dii, do h 61
a—= ug d0 d uz

d = Ry + R 0(—ii, 6) + h 01,
d=ROU,—RO*U.+hb 1,
d=—-R6*uU,+ ROU,+h0 i,
2 - La vitesse v de M dans () est donnée par :
% = R i, + hoii,

11 = (R 0)* + (10)* v = [o/RT+ 2

Le point matériel M décrit 1’hélice dans le sens des 6 croissants donc 8 7 au cours du temps,

ce qui signifieque 8 > 0:
v = 6/ R? + h2
M parcourt I’hélice a la vitesse constante vy On a donc :

v=60JR%+h2 =1,
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vo . B
BN i T
v v
VR e e
- vO 2—>_ Rv(z) —
a=- (—\/RZ—-I—hZ> T TRZynz

Exercice 13
Un point matériel M est en mouvement dans le plan (x0y). Les composantes cartésiennes de

son vecteur position sont :

{x = 5 cos2mt
y = —3sin2nt

1. Ecrire le vecteur position oM .
2. Donner 1’équation de la trajectoire.
3. Déterminer les composantes cartésiennes (v,) et (vy) du vecteur vitesse
4. Déterminer les composantes cartésiennes (a,) et (ay) du vecteur accélération
5-Quelle relation existe-t-il entre le vecteur accélération et le vecteur position ?
Exercice 13 Solution
1/ Vecteur position oM
OM = xi + yj
OM = (5 cos2mt) i + (-3 sin2mt) J

2/ I’équation de la trajectoire.

X
X = 5cos2mt —>§ = cos2mt

y = -3 sin21tt—>i3 = sin2nt

2

(g) = (cos2mt)?
(%3)2 = (sin2mt)?
2

(g)z + (—LS) = (cos2mt)? + (sin2mt )?

3 () =1

{ 100
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Xy

2 1

La trajectoire est une ellipse de centre (0,0)eta = 5, b = 3

3/ les composantes cartésiennes (v,) et (vy) du vecteur vitesse

dx d .
x = 5cos2nt - v, = - E(COSZT[t) = —5.2msin2mt
: dy d :
y = —3sin2nt- v, = 4 " de (=3 sin2nt) = —3.2mcos2mt

V=v,d+v,j
U = (—5.2msin2nt) { + (—3.2mos2nt) j
v = —2n(5.sin27tt) T + (3.cos2mt) j

4/ les composantes cartésiennes (a,) et (ay) du vecteur accélération

dv d

v, = —5.2@wsin2nt - a, = d_tx = E(—S. 2msin2nt) = —5.4mw%cos2mt
dv d

v, = —3.2mos2mt > a, = d_ty = a(—& 2mcos2mt) = 3.4m?osin2nt

a=ald+ayj
d = (=5.4m*cos2mt)i + (3.4m?osin2mt)j
d = —4m*(5cos2mt)l + (—3cosin2mt)]
5/ relation entre le vecteur accélération et le vecteur position
d = —4n* OM
Donc I’accélération est centrale dirigé vers O.

Exercice 14

Un Point matériel M est en mouvement dans le plan (xOy). Les composantes cartésiennes de
son vecteur vitesse sont :
{vx = Rw cos wt
vy = Rw sin wt
Ou R et ® sont constantes réelles et positives. A I’instantt = 0, (xo = 0) et (yo = 0)
1. Déterminer les composantes cartésiennes du vecteur accélération.
2. Déterminer les composantes tangentielle et normale du vecteur accélération.

3. Déduire le rayon de courbure de la trajectoire.

4. Déterminer les composantes du vecteur position OM

{ 101
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5. Déduire I’équation de la trajectoire.

6. Quelle est la nature du mouvement ?

Exercice 14 Solution

Les composantes cartésiennes du vecteur accélération.
U = v, + vy,

¥ = (Rw cos wt)i, + (Rw sin wt)u,

1Pl = v = V(Rw cos wt)? + (Rw sin wt)?

1Pl = v = V(Rw )2cos 2wt + (Rw )?sin? wt

IPIl = v =  (Rw)?(cos 2wt + sin? wt)
IVl = v =+ (Rw )?
7|l =v = Rw

dv, d(Rw cos wt)

v, = Rw cos wt > a, = T - = —Rw? sin wt
] dv, d(Rw sin wt) )
vy = Rosinwt - a, = dt = dt = Rw* cos wt

a=aa, +ay,

d = (—Rw? sin wt )i, + (Rw? cos wt)u,

ldll = a = V' (—Rw? sin wt )2 + (Rw? cos wt)?

ldll = a = V(Rw? )%sin? wt + (Rw? )%cos 2wt

lldll = a = V(Rw? )?(sin? wt + cos 2wt)
ldll = a =y (Rw? )?
|ld|| = a = Rw?

Les composantes tangentielle et normale du vecteur accélération

dv _d(R
_dv _dRw)

ar

T dt - dt
1?2 (Rw)?
ay =—=
R R
Les composantes du vecteur position
dx
v, = E—>dxzvxdtefdxzfvxdtszwcoswt dt
dy .
v, = - dy=v, dt—>fdy=fvy dtszwsmwtdt

'
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x=fdx=wa cos wt dt
y=fdy=wa sin wt dt
1
X=Rw—sinwt+ A
w

1
y=—-Rw—coswt+B
w

{szsinwt+A
y = —Rcos wt + B

AVlinstantt = 0, (x(t =0)=0) et (y(t =0) =0)
{sinOzO

cos0=1

{x=0+A

y=—-R+B

{A=0
B=R

{ x = R sin wt
y = —Rcos wt + R

OM = x, +yi,
OM = (R sin wt) U, + (—Rcos wt + R) u,

{ x = R sin wt _){ x = R sin wt _){ x? = R? sin? wt
y=—-Rcoswt+R ~|y—R=—-Rcoswt |(y— R)? = R%cos* wt

x*+(y — R)? = R? sin? wt + R?*cos? wt
x*+(y — R)? = R? (sin? wt + cos? wt)
x*+(y — R)? = R?
Le mouvement est circulaire
Exercice 15
Un point matériel M est en mouvement dans le plan (x0y). Les composantes cartésiennes de

son vecteur position sont :

{x = b(wt — sin wt)
y = b(1 - cos wt)

ou b et ® sont des constantes réelles et positives.
e 1/ Déterminer les composantes cartésiennes (v,) et (vy) du vecteur vitesse
e 2/ Déterminer les composantes cartésiennes (a,) et (ay) du vecteur accélération.
e 3/ Déterminer les composantes tangentielle (ay) et normale (ay) du vecteur

accélération.
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4/Déduire le rayon de courbure de la trajectoire.

Exercice 15 Solution

{x = b(wt — sin wt)
y = b(1— cos wt)

oM = x(t) U, + y(Ou,

OM = b(wt — sin wt) U, + b(1 — cos wt) i,
1/ Composantes cartésiennes (v,) et (vy) du vecteur vitesse

_dx(t) _d(b(wt - sin wt))

. v, T 1 = b(w — w cos wt) = bw(1 — cos wt)
L, DO _ d(b(1 - cos wt)) _ beo Sin oot
yoodt dt B

v =v,(t) U, +v,(0) U,

¥V = bw(1 - cos wt) U, + bw sin wt i,

1Pl =v =+ (bw(l - cos wt) )? + (bw sin wt)?

v =/ (bw)2(1 — 2cos wt + cos? wt) + (bw)?sin? wt

v= \/(bw)z (1 — 2cos wt + cos? wt + sin? wt)
1

v =+/(bw)?(1 — 2cos wt + 1)

v =/ (bw)%(2 — 2cos wt)

V= bw\/(z — 2cos wt)

V= bw\/Z(l — cos wt)
1—cos2a

in2
sin“a =
2

wt
v= bw\/Zstin27

wt
vV=bhbw /4 sin27

ot
v = 2bw [sin 7|
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ot
v=2bw |sm —|
2
2/ Composantes cartésiennes (a,) et (ay) du vecteur accélération.

dv, d(bw(1- cos wt))

a, = = bw? sin wt
gl * dt dt
dv, d(bwsinwt) be? .

a. = = = bw* cos w

Yooodt dt
da = a,(t) U, + a,(t) U,
d = (bw? sin wt) U, + (bw? cos wt) i,
ldll = a =+ (bw?sin wt)? + (bw? cos wt )?
ldll = a =+ (bw?)? sin? wt + (bw?)? cos? wt

lal| = a= j(bwz)z <sinZ wt + cos? wt)

1

lall = a=+(bw?)?
ldll = a = bw?

Rappel
sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa
sin(a + a) = sinacosa + sinacosa

sin(2a) = 2 sinacosa
cos(a+ b) =cosacosb —sinasinb
cos(a+a) = cosacosa —sinasina
cos(2a) = cos?a —sina

{cos 2a = cos’a —sin?a...........(1)
1=cos?a+sin’a..............(2)

(1) —(2) » cos2a—1 = (cos? a — sin? a) — (cos? a + sin? a)

. 5 . 5 1—cos2a
cos2a—1=-2sin“a - sin azT
. 1—cos2a
sin“a = ———
2
wt
a=—
2
. 0ot 1-—coswt
sin“- —=——————
2 2

Composantes tangentielle (ar) et normale (ay) du vecteur accélération.
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dv
ar :E

dv d
ar = —

2
dt dt( b

sin —D =2bw — |cos—

2 wt
ar = bw* |cos—

?:i = aT_l—iT + aNi—iN
1@l = v/ (ar)? + (ay)?
a? = (ap)? + (ay)?
(aN)Z =a® - (aT)Z

=y a? — (ar)?

t
\j(be)z bw? cos %)

t
\/(bwz)z — (bw?)2 cos? a;

= \/(be)z (1 — cos? %t)

, Wt , 0l , 0t

+ =1 2 0t =1
— — —_ —_— —_— —
cos? 2 sin? 2 sin? 2 cos? 2

’ wt
ay = bwz sin? 7

wt
ay = bw? sin >

2

Rayon de courbure

vZ
aN_ >R =—

R ay

(wa sin )

aN bw? sin (;t

R = 4bsin 2t
= Sin 2
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Exercice 16
On se propose d’étudier le mouvement d’un point matériel dans le systéme des coordonnées
polaires, il décrit une trajectoire suivant une loi suivante :
r =2bcos@

avec 8 = wt (b et w étant des constantes)
Déterminer :

1. Les composantes polaires du vecteur vitesse (¥)et son module v

2. Les composantes polaires du vecteur accélération (@) et son module a

3. Les composantes intrinseques (ar) et (ay) de 1’accélération.

4. Le rayon de courbure R.

Exercice 16 Solution

1/
OM =717, =r(t) =2bcoswtii,
. doM d . _ dr__ du, __ du,
= ar T a Tt T a e T
( & =L 2bcoswt) = —2bo sinwt
FrimiinlrT coswt) = w sinw
dii, _dii,do _
dt _ dodt ¢
— - . > dﬁr . > = —
9 u, =cosfi + sinfj —» a0 - —sin0i + cosOj = uy
— . - - dﬁ)e — . —
Ug = —SinB i1+ cosOj _)E = — (cosOt + sin0j)) = —u,
do(t) . d(wt)
\ &) =wt - dt dt @
V=7u,+r0 i,
V=-2bw sinwti, +2bw cos wtiiy
U =2bw (— sinwt, + cos wtiy)
IBIl = v = 2bwy/ (- sin wt)?+ (cos wt)? = 2bw
|7l = v =2bw
2/

Ql
I

d?oM _ d (dO—IVi) dv

dtz _dt\ dt ) dt

dv dr"_)+.dﬁ’r N dre._, N do _ N e.dﬁe
dt \dt " dt de e T g e e

d .
=a('i'ﬁr+reﬁg)
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— oo —> . N Ry p— o -dﬁ)g
d= (U, +7 0 Ug)+ 70Uy + U +T70 —

dt
(i = ar = 4 (—2bw sin wt) = —2bw? cos wt
dt dt
3 duiy _ diigd6 —-0u
dt  do dt "
do d(w)
\ a= ar O

da= (¥, +7 0 uy)+(10uy + 101Uy, —7T00 U,)
a=(F—-r02)u, + (210 + r0)u,
d = (—2bw? cos wt — 2b cos wt w?)u, + (4bw? sinwt + 0)i,
a = —4 bw? cos wt i, + 4bw? sin wt i,

d=4bw?*(— coswtii, + sin wtiiy)

ldll = a = 4 b w?/(— cos wt)?+( sin wt)?
lld|| = a = 4 bw?
3/

a= aTﬁ)T + aNl—iN

_dv  d(2bw)
T dt dt

a = aTﬁT + aNﬁN - az = aTZ + aNz

ar

a’=0+ay’? > a=ay=4bw?

4/

<

| <

2 _(wa)z_b
 4bw?

2

R=b

{ 108

'



CHAPIIRE : II Cinématique du point matériel

L 4

Exercice 17

Un point matériel M est en mouvement dans 1’espace(0xyz). Les composantes cartésiennes

de son vecteur position sont :

x = 3 cos2t
y = 3sin2t
z=8t—14

Ecrire le vecteur position OM
Déterminer la nature de la trajectoire de M dans I’espace (0, x,y, z)

Déterminer les composantes cylindriques du vecteur vitesse (¥)et son module v

b=

Déterminer les composantes cylindriques du vecteur accélération (@) et son module
a
5. Trouver la vitesse et I’accélération dans la base de Frenet

6. Déduire le rayon de courbure r
Exercice 17 Solution
1/ vecteur position oM
OM = xi +yj + zk
OM = (3 cos2t)i + (3 sin2t)] + (8t — 4)k
2/ la nature de la trajectoire de M dans ’espace (0, x,y, z)
La trajectoire dans le plan (O, x, y)

{x = 3 cos2t — x? = (3 cos2t)?
y = 3sin2t - y? = (3sin2t)?

x2 +y% = (3 cos2t)? + (3 sin2t)?
x2 +y? = 32
La trajectoire dans le plan (0, X, y) est circulaire de rayon R = 3 et de centre (0, 0)
La trajectoire suivant I’axe 0z : Z = (8t — 4)est I’équation d’une droite (mouvement est
rectiligne)
Donc le mouvement dans I’espace est hélicoidal.

3/ les composantes cylindriques du vecteur vitesse (V) et son module v
En coordonnées cylindriques le vecteur OM s’écrit:
OM =R, + zu,

H est la projection de M dans le plan xoy
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ZJI

ligne de la coordonnée 8

il 4
X
V_do_ll/i_d[Rﬁr +z,] dl—ir_l__) dR+ dﬂz_l__) dz
odt dt e T ae T ar T
En coordonnés cylindriques la vitesse est :
T;_Rdﬁ’r_l__, dR+_, dz
R TR P I T
U, = k (constant)
V=R, +R6u,+ zi,
R=3
y 3 sin2t sin2t
tanf == > tan@ = - tan@ =
X 3 cos2t cos2t
z=8t—4
sin2t
ArctanOzArctan( )—>0=2t
cos2t
R=3
{ 620
Zz=8t—4
( dR _ d3 o
dt dt
do d(2t) .
dt dt
dz d(8t—4)
R=0
6=2
z=8

V=R, +R6u,+ zi,
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V=61,+ 81,
V|| =V = V62 + 82
V=10m/s
4/ les composantes cylindriques du vecteur accélération (@) et son module a

d_l7 _ d[RO, + 21i,]

T=ar dt
_)_ng_> +Rd9_, +R9dﬁ’9+_dﬁ’z+_+ dz
a=ac e de e ar " Z2ar Y ar

U, = k (constant)

dugy
a = RO, + RO, + RO—— 1 T

dugdo] . |
—— |+ U,z

d = RO, + RO, + RO 40 di

a = RO, + RO, — RO*U, + 1,7

( dR d3 CO0—RoR—0
— ;
dt  dt

) 46 _d(2) _, 5 .5-¢

_— = = e d =
dt dt
8t — 4 dz d(8t—4) 8= io520
= - - —_— = — = = - =
\Z dt dt z=z

R=0
=0
7=0

a=-R6%*u,
a=-3.2%u,
a=-12 u,
ld|| = a = 12 m/s?
Exercice 18
Les coordonnées cartésiennes d'une mobile M sont données en fonction du temps par :

{x(t) = 2a cos?(bt)
y(t) = asin(2bt)

avec a et b sont des constantes positives

1/ donner 1'équation de trajectoire décrit par le point M

'

{ 111



CHAPIIRE : II Cinématique du point matériel

L 4

2/ déterminer les composantes cartésiennes du vecteur vitesse (¥ ) et son module v

3/ déterminer les composantes cartésiennes du vecteur accélération (d) et son module a
4/quelle est la nature du mouvement

5/ Quelles sont les composantes intrinseques (ar) et (ay) de I’accélération ?
Exercice 18 Solution

1/ I'équation de trajectoire décrit par le point M

{ x(t) = 2a cos?(bt)
y(t) = asin(2bt) = 2a cos(bt) sin(bt)

{xz = 4a? cos?(bt) cos?(bt)
y% = 4a? cos?(bt) sin?(bt)

x* + y* = 4a? cos?(bt)

- x% + y* = 4a? cos*(bt) [cos? (bt) + sin®(bt)|

x*+y*=2aa cos*(bt) > 2ax
xX*+y*=2ax
(x —a)®* + (y — 0)% = a?
Ce qui correspond a un cercle de centre (a,0) et de rayon R = a

2/ les composantes cartésiennes du vecteur vitesse (¥ ) et son module v

OM = x(t) i, + y(Di,
OM = 2acos?(bt) i, + asin(2bt) i,
{ x(t) = 2a cos?(bt)
y(t) = asin(2bt) = 2a cos(bt) sin(bt)

dx(t) d(2 2(bt
v, = )ccl(t) = ( ac:;.: (bt)) = —2ab 2 sin(bt) cos(bt) = —2 ab sin(2bt)

B dy(t) B d(asin(2bt))
S ar T dt

—

UV = v, (t) U, +v,(t) U,

—
v

= a2bcos(2bt)

¥ = —2ab sin(2bt) i, + 2 abcos(2bt) u,

IBll = v =+/(-2ab sin(2bt))? + (2 ab cos(2bt))? = 2 ab
v=2abm/s

3/ les composantes cartésiennes du vecteur accélération (@) et son module a

'
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dv, d(-2absin(2bt))

; ay=—>= T = —4 a b? cos(2bt)
_dvy, d(2abcos2bt) 4 ab? sin(2bt)
ay=—== T = —4 ab? sin

a = a,(t)u, +a,(t)u,

d = —4 a b®cos(2bt) U, — 4 ab®sin(2bt) u,

ldll = a =+/(—4 a b?cos(2bt))? + (—4 ab? sin(2bt) )2
a=4ab*m/s?
4/ est la nature du mouvement
{Ti = —4 a b* cos(2bt) U, — 4 ab* sin(2bt) U,
¥V = —2ab sin(2bt) u, + 2 abcos(2bt) 1,

a.V = 8 a? b3 cos(2bt) sin(2bt) — 8 a? b3 cos(2bt) sin(2bt) = 0

8
. . . .
a.v =0 — le mouvement est circuaire uniforme

5/ les composantes intrinseéques (ag) et (ay) de I'accélération

dv d
aT=E=E(2ab)=O

v? 4 a’b? 5
aN:F: p =4ab

a = aruy + ayiy
a=01u; + (4ab?) uy

Exercice 19
La trajectoire d’un point M en coordonnées polaires est définie par :

r(t) =rycos 0
Ou : 1y estune constante et O 1’angle entre le vecteur 7(t) et ’axe Ox
1/ quelles sont les composantes cartésiennes de OM = r(t).
2/ donner I'équation de trajectoire décrit par le point M
3/ donner I’expression des vecteurs vitesse (V) et accélération (d) en coordonnées polaires
danslecas 0 = wt.

Exercice 19 Solution

1/ les composantes cartésiennes de OM

{xzrcose {xzrocosecose { X =17(c0s%0
. - . - .
y=rsin@ (y=rgcosfOsin @ (y=r,cosfsin 0

2/ I'équation de trajectoire décrit par le point M
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X =71gcos’0 x?=ry’cos’Ocos’0 ,
R B 2 2painzpg X 1Y
y =1 cos 0 sin 0 y“ =1y° cos“ 0sin” 0
=12 cos? 0 (cos? 0 + sin? 0)
x*+y* =ry%cos? 0
x2+y2 =ro(rgcos?0) > x> +y* =ryx
x> +y2=rox

2

(x—rz—o)2+(y—0)2=%

Ce qui correspond a un cercle de centre (%0, 0)et de rayon R = TZ—O

3/ I’expression des vecteurs vitesse (V) et accélération (@) en coordonnées polaires
OM = 7(t) » OM = r(t)i,
OM = 1, cos w t U,
doM _d7(t) d[ri,]
dt  dt  dt
dlrocosw tu,] tdl—ir_l__) dcoswt
dt — o oSOt T T e
di, di, d0 di, di, det
= — = . = Uyw
dt do dt dt de " dt
dﬁr —
=Ugw
dt ~—

V=

V=

dlrocoswti,]
dt

V=rowcoswtiy—1ryw sinwtu,

V= = 1ro[cos w t Upw — U, w sin wt]

V=—ryw sinwtii,+rywcosw ti,
d[-ryw sinwtu,+ ryw cos w t ]
dt
d[— sinwtu, + cos w tﬁ’g]l
dt

a

.
a=ryw

dl_ig _ dﬁg do dﬁg _ dﬁg dwt _

dt _ de dt  dt  de dr %
diy
ar = e
. d[— sinwtu, + cos w ty|
d=Tyw T l

'
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_, d[— sin wt] ) td_ﬂr+_’ dcosmt+ tdﬁg
U,———— — sinw u coswt—
T dt dt  ° dt dt

.
a=row

d=ryw[-wcosw tu, — sinwtiyw— w sinwtiy— cosw tu,w]

ad=—-2ryw?cosw tu,—2ryw? sin wt i,
Exercice 20
Les équations horaires du mouvement de M dans le repere cartésien ﬂi(ﬁ’x, ﬁy, ﬁz) sont

données par :

x(t) = be “cos(wt)
y(t) = be *'sin(wt)
zt) =0

Avec OM = r U, vecteur position dans les coordonnées polaires
Déterminer :

1/ les coordonnées polaires r et 8 de M en fonction de t

2/ I’équation polaire de la trajectoire r(0)

3/ les composantes polaires du vecteur vitesse ¥ en fonction de t

4/ 1a nature du mouvement

5/ les composantes polaires de 1’accélération a,. et ag

6/ les composantes tangentielle (ar) et normale (ay) de ’accélération.

7 / 1e rayon de courbure de la trajectoire au point M

Exercice 20 Solution
1/ Calculons les coordonnées polaires r et 8 de M en fonction de t.

x=1rcos0 (x2=1%cos?0
y=rsin6 (y* =r?sin?0

x%* + y* = r%cos? 0 + r* sin? 8 = r?(cos? 0 + sin? )
(cos? @ +sin?0) = 1
X2y = 2
= T

r = /(b e~“tcos(wt))? + (be~“sin(wt))?

r =+/(b e~“t)2cos?(wt) + (be~*t)2sin?(wt)

r = b e “t/cos?(wt) + sin?(wt)

r=be
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X
x=rcos€—>cos€=;

0 - x be “cos(wt) .
cos 0 = <= = = cos(wt)
cos 0 = cos(wt) > 0 = wt
{r =be
0 = wt

2/ L’équation polaire de la trajectoire r(@) s’obtient en remplacant wt dans 1’expression de r

par 6

r=be?

3/ les composantes polaires de la vitesse
OM =r1u,

OM=be “u,

loM]| = b e~
. doOM d(ru,) _ dr_  du,
VETar T ar Ut a T
. du,
v=rur+rdt
o di, do
vV=1ru, dea
R du,
v=rur+rd0

V=71u.+r01,
{ﬁ’rzcoseﬁ’x+sin0ﬁy

Up = —sin 01, + cos O u,

diu, d(cos@u,+sin0u,) L o
= =-—sin@u, +cosOu, =1

deo do
diy d(—sin67,+cos0uy) o _
-5 = T = —(cos 0 U, + sin 0 u,) = —,

V=i, +r0i,

'
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dr dbe
( r=be® -sj=— (—)—n":—bwe“"t
dt dt
dir d(—bwe
1'”=—bwe“"t—ﬂ*:—:(—)_,,'z:bwze—wt
) dt dt
0= wt - 0 — do d(wt) 5o
- -_ =
@ Tt @
_do d(w) B
Y @t ar 0970
V=—-bwe ®U.+be “ wi,

= bw e (—uU, + Uy)
{vr = —bw e
vy = bw e

171l = v =y (bw e=#1)2 ((-1)% + (1)?)
1Bl = v = bw e~ V2
4/ 1a nature du mouvement
a = —2bw? e i,
U =bwe ® (U, + uUy)
a.v = — 2bw? e Yy bw et (-, + Uy)
a.v=-2bh’wde @ <0
Ou La nature du mouvement est déterminée par le signe de v
% = d(bo thtﬁ) = —\V2bw? e ®t <0

Mouvement est retarde ou décéléré.

5/ les composantes polaires de I’accélération

&5 a(i-Ti, +r 7iy)

T dt
. dr _, du, dr._, . dg
a=dtu rdt +Eeug+rd—ug+r0 it
o dd, . . . diy
a=rur+rW+r0u9+r0u3+r0 i
a = iu, durde+r0u,,+r0u,,+r0dued9
do dt de dt
a= +r0£+r0u9+r0u3+r00du9
de de
a=iu,+70uy+7 0y +101U,— 100U,
d=

rl_ir + reﬁg +70 ﬁg +1r0 ﬁg - rezfir
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da=(#—-1r0%)u, + (270 + r0)u,
da=(—-10%)u,. + (270 + r0)u,

a=(bw?e “ —be “w)u, + (—2bwe “'w+ b e “0)i,

Id]l = a = (- 2bw? e-v1)?
a=2bw? et
6/ les composantes tangentielle (ar) et normale (ay) de I’accélération.

dv _d(bwe “V2)

= — = —_ 2 ,—wt
ar dt di V2bw? e

vZ
W=

a = apur + ay Uy - a =+ ar? + ay? - a? = a;? + a,?
a=2bw? et
ary = —\V2bw? et

2

ay? = a* — a;?

ay? = 2bw? e *%)? — (—V2bw? e“""“)2
ay? = 4b’w* e %%t — 2p%*w* e—20t?
ay? = 2b%w* e~20t"
ay = V2bw? e~ *t
ar = —V2bw? e~
{ ay = V2bw? e~*t
7/ le rayon de courbure
v? v?

ay=—->R=—
N R ay

_ 2
Rz(bwe “ty2) =ibe_“'t

\/ibwz e~ ot \/E
R=+2be

Exercice 21
Une particule se déplace sur une trajectoire dont les équations paramétriques en coordonnées

t
polaires sont 1(t) = be = et 6(t) = wt (0 <0< g) oubet T sontdes constantes.
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1. Ecrire en coordonnées polaires le vecteur position de la particule.
2. Calculer la vitesse et 1’accélération de cette particule. En déduire leurs modules.
3. Déterminer 1’angle entre le vecteur position et le vecteur vitesse.

Y

e Ay

=l
\d ~
—| -
-]
2,
Ny
e
>

Exercice 21 Solution

q_dOM_d(_)) dr_)_l_ du, N du,

VETae Tae " T ac T ae T T g
( dr  d (b _z) _t

_—= = — T = —— T
P TR TAN ¢
du, _ du, do _
dt  do dt
— - . - dﬁr . - - —

{ U, = cosO1l + sinfj - a0 —sin@ 1+ cosO) = uy
— . — - dﬁ@ — - —
Ug= —sinB1 + cosOj — a8 - (cosO1 + sinBj) = — u,

do(t) . d(wt)

\ O(t)zwt QTZOZ dt =w

A — —_ —£ N —
V=7U,+r0u,—>——e tu.+be 701U
T
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d’0M d (dOM\ dv
dt

~ _ _dv _d 0
d=—— = — _E—E(rur+r Up)

dv _(di- . dd,) (dr oo dB'_)_l_ g diio
B Ut dat 0t T g T Ty

—_ v —> . _—— . LN s .dﬁe
d=(Fu,+7 0 uyg)+ (76 Uy + o, +16 — -

rf:£:i<_9 —%)ZEe—%

dt dt\ =t T2

| duy _dupd .
dt . do dt T
do d(w)

\ a - a0

T
a=(#-102) u,+(2r0 + r0)u

- b _t _t - b _t .
d=(=e* —bet w? |Uu.+(-2w—e7 + 0]y
T2 T
. 1 ) t b _t
a=(T—2—w )ber ur—Zw;er Uy
a=ber[(‘t—2—w ) ur—Zw; ug]

)

OM.v = ||oM|| |I¥|| cos(OM, %) - cos(OM, D) = ”O%Wﬁ

. (be_% ﬁr).be_% (—%ﬁr + w ﬁg) 1
cos(OM,v) = - LT R

be T be T (? + wz) T (‘r_z + wz)
(0, ) ! !
cos V) = — = -
, (1 ) V1 + t2w?
T (? + w )
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Exercice 22

Le mouvement d’un point M est défini par les équations paramétriques :

X = a.cos wt
y = a.sin wt
z = hwt

1. Déterminer la vitesse et 1’accélération

2. Déterminer les accélérations normale et tangentielle Yy, Yy

3. Calculer le vecteur unitaire €y de la tangente a la trajectoire, et montrer que le rayon
de courbure R de la trajectoire est constant.

4. Calculer le vecteur unitaire €y de la normale 2 la trajectoire.

Exercice 22 Solution

( dx .
X=a.coswt > v, = =—awsinwt
: dy
. y=a.smwt—>vy=E= a w cos wt
h _y
L zZ = wtﬁvz—a— w
V=v,€,+v,€6,+v,¢6,>V=—awsinwt é, +awcoswt ¢, + hwe,

DIl = v = (- awsin wt)? + (a w cos wt)? + (hw)?

v =4/ (aw)?sin? wt + (a w)? cos? wt + (hw)?

v = w4 a? + h?

( - d*x dv, ) .
v,=—awsinwt >y, = — = =—aw?cosw
* Y>=0r " a4t
d’y dv
{ v,= awcoswt >y, = — = —2 = — aw? sin wt
Y Yw=ae " a
dz B d’z dv,
v, = —= w — = —= =
\ 27 dt V=02 T a
Y=VYx€x+Vy€,+v,€, >V =—aw?coswt €, — aw’sinwt ¢,

I7Il = ¥ = V(= aw? cos wt)? + (— a w? sin wt)? = aw?
Y = aw?
Y=Yrér+tvyneéy
VIl =y =Vyr?2 +va? = ¥2 = vr* + va®
v =0+yy’

'
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YN =V = aw’

yr=20 =L (wiaZ+ ) =0

T dr dt
v? v? (W\/W)Z (a® + h?)
YN:?_)RZEZ a w? - a
Rz(a2+h2)
a
. ¥ —awsinwté, +awcoswt €, +hwe,
AT wVaZ + hZ
. _—asinwt é,tacoswt é,+he,
e VaZ T 2
. ¥ —aw’coswté,— aw’sinwt ¢,
Y—YNeN*eN—H: a w2
Z”N=l=—coswt§x— sinwt €,
147

Exercice 23
Un ballon sonde a une vitesse d’ascension verticale vo indépendante de son altitude z. Le vent

. . . . z . < .
lui communique une vitesse horizontale v, = . proportionnelle a son altitude. 7 est une

constante.

®,

s 1 - Déterminer les lois du mouvement x(t) et z (t) ainsi que I’équation de la
trajectoire x (2).
R/

% 2 - Calculer le vecteur accélération, ses composantes tangentielle et normale.

Exercice 23 Solution

dv,
a, = dt = 0 - v, = constante = v,
dz t
E=v0—>dz=v0dt—> dz =vy | dt > z=vyt + z,
0

at=0,z=0-2,=0

Z=v0t

dx z Vot v, [t
vx=—=——>dx=—dt—>fdx=—f tdt
dt T T Jy

Yo t2t+ Y042 4
x=—|=| +xpo>x= x
T 20 0 2T 0

Aat=0,x=0-x,=0
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Vo
X=Et2
z
z=v0t—>t=v—0 vz 2_ 72
Vo 2 %x_z_f(v_o) _ZTVO
x=—1t

2T

, . . . 72 R .

L’équation de la trajectoire est x = P correspond a une portion de parabole.
0

d=a, €,+a, e,

vot

Ta T T Ta ST T &
- Vo
a=7 e,

Le vecteur vitesse étant tangent a la trajectoire

Z—> —
v=—¢,+1y¢€,
T

On en déduit I’expression du vecteur unitaire tangent :

. v
er =
Il
z
— — -
v=;ex+v0ez z . B
. v T ExTVoe,
2 2 er === 1
L ez ) [l ) 1
Bl = |(%) +vo A
T T Vo
. TEtve, TEé+veE, T ExtVoéE,
e = = =
T 1 1 1
2 2 24 720, 2\2 1 2\2
(Z_z‘H’oZ) z% + ?v, —(zz+1'2v0)
T 2 T
1z
- 2\72
er = T(ZZ + 1,'2170 ) (— 6x + Vo 32)
T
1
= 2, .2 2 z
eTeN=0—>eN=t(z +T‘l70) (voex—;ez)
v 1z zZv :
0 2\ 2 2
ar=1d E’T:(— ex).t(zz+tzv0) ( ex+v0ez)——(zz+rzv )
T T
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Exercice 24

On considere une courbe sur laquelle de déplace un point matériel M d’abscisse curviligne

ds(t)

. On définit la
dt

s(t). La vitesse du point M dans R (oxyz) est ¥ de module ||7|| =V=

base de Frenet (i, Uy, Ug)
1. Que désigne les vecteurs Uy, Uy et Ug
2. Monter que I’accélération du point M est donnée par :
. dv_, v*_
a= EuT + - Un
3. Exprimer R en fonction de V et d@
Exercice 24 Solution
Les composantes de Frenet sont relatives au triedre défini en un point de la trajectoire (c) par
les trois vecteurs unitaires suivants
e 1, tangent a la trajectoire
e 1y normal 2 la trajectoire
e Ug = Ur A Uy vecteur unitaire bi-normale

Si la trajectoire d’un mobile M est connue, on peut I’orienter et choisir un point origine O. La

valeur algébrique de 1’arc s(t) = OM est ’abscisse curviligne s du point M.

&% s> 0sien allant de O a M on se déplace dans le sens de 1’orientation.
&% s <0sienallantde O a M on se déplace dans le sens inverse de I’orientation.
Le bon sens impose qu’on oriente la trajectoire dans le sens du mouvement.

La fonction s = s(t) est appelée équation horaire du mouvement
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Uy : Porté par la tangente 2 la trajectoire en M est orienté dans le sens positif
Uy : Porté par la perpendiculaire a la trajectoire et dirigée vers I’intérieur

e Vitesse

ds(t) .

V= uT:V_iZT

dt

e Accélération

dv _ d(Vip) Vdﬁ’T _av

Tac T at a T
du; du; do
dt  de dt
dir
do "V
., dv aoe . -
azauT VEuNzaTuT+aNuN

avec

ds B rd@

ds =rdo

—_ — —
dt dt
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de 1ds V
dt rdt r
_dv
T dt
VZ
ay = —

ar

r
dv |4 av . V?

d=—Ur+V—Uy=—Ur+— Uy =arUr+ayu
T ;N =g Ur Ty TUr + ay Uy

SN AV VR VR
dv V2 —>V/\a=(VuT)/\ EuT+TuN =7u3

17 Al =S

2l = Il unll = Il upll = 1

V3
IV Aall

r=

Exercice 25
Les coordonnées d’une particule mobile dans un repere fixe R sont données en fonction du
temps par

x =t*—4t +1
y = —2t*
z = 3t?

Dans un deuxie¢me repere mobile R’, dont les axes sont paralleles deux a deux a ceux de R .

Elles ont pour expressions

x' =2+t +2
y = -2t*+5
7z =3t2-7
1. Calculer les accélérations ¥ et 7

2. Quel est le mouvement de R’ par rapport de R ?

Exercice 25 Solution

Les coordonnées, les cordonnées de la vitesse et accélération de la particule dans le repere

fixe (absolue)
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rdx
E=vx=2t—4
_ 42 N
. x—t—4t4+1 oM . | dy
OM =3 y= -2t —>——=7,=1—=v,=-8t
z = 3t? t di
dz_ _
L E—vz—6t
v, = (2t—4)1—8t3] + 6tk
( dv,
= :2
dv, | dv
_-): <—y: = — 2
dvz_ _

Yo=21-24t> j+ 6k
Les coordonnées, les cordonnées de la vitesse et accélération de la particule dans le repere

fixe (relative)

(X — 2t
x' = t2+t +2 oM’ ?l_'ty’
oOM' = y'——2t4+5—> dt —W=<E=v},’=—8t3
r_ 2 _
z' =3t 7 dz’_ L
L E—vz—6t
T, =2t+1) U —83) + 6tk
( dv,’
d::)’xzz
_._dv, | dv) )
ErTE Rl Galal
dv,’
ST C

Vr=21-24t2J +6k
Les axes de R, sont paralleles deux a deux aceuxde R i=1,/=) etk=k
R

2t—4—(2t+1)=-5
v,=14 -8t2—-(-8t3)=0
6t — (6t) =0

. -5
Ve=10
0

Vitesse d’entrainement ||v,|| = 5 = constante donc le mouvement uniforme.
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v, = —51: Le repere R’ est en translation rectiligne parallelement 2 OX dans le sens des x

négatifs.

Exercice 26

Un train animé d’une vitesse U traverser une gare. A l’instant ¢ = 0, une ampoule P se
détacher du plafond d’un de ses compartiments. Le mouvement de P est alors observé par un
voyageur du train et par le chef de gare immobile sur le quai.

Décrire le mouvement de P pour chacun des observateurs.

Exercice 26 solution

Repere mobile (o', 7,7)1ié au train (voyageur) : relative

Repere fixe (0,1,7) 1ié a la gare (chef de gare) : absolue

=l

>
L=

=

j=

L
C

=

..1\’
>

S~

e Vitesse relative
Zir = (ar)x + (ar)y
a)r = (ar)x U+ (ar)y ]’

(a)y=0-4d, = (ar)y

— -3 dvr
ar=-g) > a=—g=—_->dv,=—gdt

t
fdvr:f—gdt—myrz—gt+c
0
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At=0, vp=0
v, = —gt-> v, =—gt)
v, = —gt)’
_d(oP) _ d(o'P),
v, = =-—gt)' - =—gt

dt
t

d(0'P), = —gt dt - f d(0'P), = f —gtdt
0

! 1 2
(0 P)y = —Egt +Cl

t:O, y0=0

1 1 2
(O P)y=yP=_Egt

—
!

o 1,
yp=—59]
Le mouvement de P, par rapport a un voyageur, est donc une chute libre.
d OP

Vitesse absolue Va =—

OP =00 +0'P

V=V, +V,

Avec V, vitesse d'entralnement

do0’ d(00), dx,
dt _dt ' dt!

—
Ve:‘l_;:

dx t
E=v—>dx=vdt—> dx=fvdt—>x=vt+€2
0

At:O, x0=0
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Le mouvement de P est aprabolique par rapport au chef de gare
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La dynamique en physique est la science qui étudie la relation entre le corps en mouvement et
les causes qui provoquent ce mouvement. Elle prédit aussi le mouvement du corps situé dans
un milieu déterminé.

La dynamique, plus précisément, est 1’analyse de la relation entre la force appliquée et les
changements du mouvement du corps.

ITI.1.Premiere loi de Newton Principe d’inertie

Les systemes soumis a des forces extérieures dont la somme vectorielle est nulle sont appelés
systemes pseudo-isolés (ou isolés s’ils ne subissent aucune force — cas idéal).

Le centre d’inertie d’un systéme isolé est en mouvement rectiligne et uniforme ou au repos
dans un référentiel galiléen.

De maniere équivalente :
ZFext =0 < (¥ = cte)

On appelle référentiel galiléen un référentiel dans lequel le principe d'inertie est vérifié. Tout
référentiel en translation rectiligne uniforme par rapport a un référentiel galiléen est galiléen.
Un référentiel n’est donc pas galiléen s’il tourne, accélere ou freine par rapport a un
référentiel galiléen.
Exemple

ZFext=0—>T+Fg =0->T+mg=0

T-Mg=0->T=Mg

-"& T 'I
-]
¥ B
7 78
.'-l':: 'L?. B I‘:_ .
Q —H l.l ".' t—‘
- F

I11.2. Deuxieme loi de Newton Principe fondamental de la dynamique (PFD)

II1.2.1. Définition d’une force
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On appelle force la grandeur vectorielle décrivant une interaction capable de produire un
mouvement ou encore de créer une déformation.
La force est représentée par un vecteur caractérisé par :
% son point d'application (le point matériel)
+¢ sa direction

K/

¢ son sens

% son intensité

L'intensité d'une force se mesure a I'aide d'un dynamometre et s'exprime en Newton (N) dans
le systeme international d'unités.

Un point matériel est dit isolé s'il n'est soumis a aucune interaction mécanique avec

I'extérieur. C'est le cas d'un corps seul dans l'espace loin de toute autre masse.
I11.2.2. Forces a distance

Il arrive souvent que deux corps interagissent, bien qu’ils soient séparés par un espace.

e |

i |

: m -L—» M —q -;—» +Q : Iron > N S
| | |

[———

S——

R | -— e

Dans un référentiel Galiléen la somme vectorielle des forces extérieures qui s’exercent sur

un point matériel est égale au produit du vecteur accélération et de la masse du point

ZFext =ma

Deux corps A et B, assimilables a des points, s’attirent mutuellement. L’attraction qu’ils

matériel :

a) Interaction de gravitation et poids

exercent ’'un sur l’autre est : Proportionnelle a leur masse m, et mpg. Inversement
proportionnelle au carré de la distance d entre les deux points.
Les forces qui modélisent cette interaction mutuelle a les caractéristiques suivantes :
e Leur point d’application est tel que la force exercée par A sur B s’applique en B et la
force exercée par B sur A s’applique en A.
e Direction : droite AB

e Sens : vers le centre attracteur
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mygmp
d2

e Valeur :Fy /g = Fp M G et G est la constante universelle de la gravitation

(6=6,67 x1071IN -m?, kg™?)
— my.mpg_,
F=G a2 u

La force de gravitation intervient pour expliquer la formation des planetes, des étoiles et des

galaxies ainsi que leur mouvement.
b) Interaction coulombienne, force électrostatique

Considérons deux charges électriques et ponctuelles qq et q; , placé dans le vide. La charge

qiexerce sur gpune force F qui peut €tre attractive ou répulsive suivant le signe du

produit q1q>.
. _ 1 qaqB _ 4 949B _ 1 9
e Valeur: FA/B = FB/A =t @ k=7 -avec k = pr— 9.10°S1
= 1 qu95._,
F = u
Atey d?

&p est appelée permittivité du vide

¢) Force magnétique

Une charge q qui se déplace avec une vitesse ¥ dans un champ magnétique caractérisé par le

vecteur B subit une force magnétique appelée force de Lorentz 7," donnée par :
fm=qUvAB

II1.2.3. Forces de contact

Elles apparaissent chaque fois que deux corps sont en contact.
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Exemples

‘r UF] I == Sl -
. r.%

//(\> '.‘ d/ét/

...... & & —
|F,=P=mg

T

ZFx=max—>T—max—>ax—a

ZFyzmay%n—ngo—Hl:Fg

. Zszmaxamgsinezmax

ZFyzmay=0—>n—mgcos9=O

M=m1+m2
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ZFx=Max—>F—Mgsin0=Max

Zf=m?i—>
ZFy=May=0—>N—Mgcose=0—>N=MgcosB

II1.2.4.Force de Tension

1\ S
o ,/
/ [\"E my i—vT — lf“"’{_’ :

N
I T
My [ g, — F —
mlyl myg

ZFx (ml) =mya, > T =ma,

ZFy(m1)=0—>N1—m1g=0

ZFx(mZ):mlax_)F_T:mZax
D Fy(my) =0 Ny —myg =0

Frottement dans I'air
Dans le vide
% Seule la force d'attraction terrestre agit sur l'objet.

% Tous les objets tombent avec la méme accélération
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£ @

F=m-7g l 1
7777777 £ @

rrrrrrrirv

Dans 1'air
En présence d'air, une force de frottement apparait, dirigée dans le sens opposé au

mouvement.

?frot

f:m-?

r 777777

Cette force de frottement dépend d'un grand nombre de parametres :
% la densité du fluide

+* la viscosité du fluide

% la surface effective de 'objet

% la forme de I'objet

% la vitesse de l'objet

II1.2.5. Forces de frottement dans un fluide (visqueux)

Frottements linéaires

Dans le cas d’une vitesse faible, la force de frottement est proportionnelle a la Vitesse;r> =
—kv , avec k est une constante qui dépend de la nature du fluide et des caractéristiques de
I’objet.

Frottements quadratiques

Dans le cas d’une vitesse importante, la force de frottement est proportionnelle au carré de la
vitesse :f = —k'vv avec k' est aussi une constante qui dépend du fluide et des

caractéristiques de 1’objet mais elle prend une autre forme que k : k' = %r)C xS ,avecn la

viscosité du fluide, S la surface frontale de I’objet et C, le coefficient de trainée qui dépend de

la géométrie du corps.
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I11.2.6. Forces de frottement (friction) statique et cinétique
Lorsqu’il y a deux objets en contact, il y a du frottement de surface. Par contre, on peut définir
deux types de frottement : statique et cinétique.
% Statique : Force de frottement agissant sur un objet immobile par rapport a la surface
de contact.
% Cinétique : Force de frottement agissant sur un objet en mouvement par rapport a la
surface de contact.
Force de frottement statique
On pose sur une table horizontale un objet de masse m. Si I'objet est au repos, il est soumis a

deux forces, son poids P et la réaction de la table N . Ensuite, on tente de le déplacer en

appliquant la force horizontale F: une force de frottement statique 7 tend a s'y opposer.

Le role du frottement statique est d’annuler 1’action des autres forces voulant provoquer un

mouvement parallele a la surface de contact jusqu’a une valeur limite fy_  :
max

?smax = Msﬁ
<> fsmax: Force de frottement statique maximale (N)
g coefficient de frottement statique
% N : Force normale (N).
% Le corps est au repos :), F=0
Le frottement cinétique
Plus la force normale sera grande, plus le frottement cinétique sera grand. Ce frottement

s’applique seulement si 1’objet subissant le frottement est en mouvement par rapport a sa

surface de contact :
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7c:”c_ﬁ
fc:”cN _
{szg_)fc_”cmg

< 70 : Force de friction cinétique (N).

% u.: Coefficient de frottement cinétique (pas d’unité).

—
7/

% N : Force normale (N).

{ o bt - fc=pmgcosa

N =mgcosa

I11.3. Troisieme loi de Newton Principe de I’action et de la réaction
Contrairement aux deux premieres lois de Newton, cette troisieme loi ne relie pas le

mouvement aux forces : elle concerne deux systémes en interaction.

Si un objet (1) exerce une force F4_,, sur un autre objet (2), ce dernier exerce en retour
—

une force —F;,_,; d’intensité égale mais de sens opposée:

Fi.,=—-Fy 4

I11.4. Notion de quantité de mouvement

La quantité de mouvement d’un point matériel M de masse m et de vitesse Vest: p = mv
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o
v

Pour un syst¢me de N points matériels de masse m,; et de vitesse U;

La quantité de, mouvement totale est :

N N

_ g — e

= bi = m;v;
i i

Cette grandeur prend en compte la vitesse mais aussi 1’inertie du corps (sa masse).
Le point O étant choisi comme origine fixe, on peut écrire :
doM,
v; =
' dt

p_zmldOM _zd(mOM) (Zmom)

i

d’ou

On introduit la notion de barycentre / centre de gravité : le point G est défini par ;

N
Z ml-GMl =
i

M,

M,
M}

M,

OM, = 0G + GM,

div= . .\ dlv — v —
= Zmi(OG+GM,) = Zm,-OG+Zm,-GM,
L [} [}
0
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doG
Zml Zm VG

Vg: est la vitesse du barycentre / centre de gravité

La premiere loi de Newton peut s’énoncer en termes de quantité de mouvement :

Dans un référentiel d’inertie, un systeéme isolé (qui n’est soumis a aucune force extérieure et
n’est soumis qu’aux forces intérieures entre points matériels du systeme), la quantité de

mouvement totale P est constante (conservé), soit :

dp
=0
dt

« La dérivée temporelle de la quantité de mouvement d’un point matériel est égale a la somme
vectorielle des forces qui lui sont appliquées. »

dp

dt

Cette équation s’appelle « équation du mouvement »

F=

e (as de la masse constante :
dp d(mv) dv

F = =m— > F =mad
dat - dr Mg rTma

e (Cas de la masse variable :
dp d(mv) dv dm

F=w="at ~"@ Var

Si la masse du systeéme est constante, sa vitesse 1’est aussi : le mouvement du systeme est
alors rectiligne et uniforme.
Si le systeme est composé de deux objets de masse mq et m, , de vitesses respectives
V4 et VU, , alors la conservation de la quantité de mouvement s écrit :

p = myv; +m,v,
I11.4.1.Domaine de validité de la conservation de la quantité de mouvement
En principe, la quantité de mouvement n’est conservée qui si la somme des forces extérieures
est nulle ; dans la pratique, c’est rarement le cas. On peut quand méme considérer que la
quantité de mouvement est conservée dans le cas ou la somme des forces extérieures est non
nulle si on consideére un évenement dont la durée est tres courte. En effet, si la durée At de
I’événement (collision, choc, explosion, désintégration, etc.) est tres courte, alors on a :

FAt = Ap

Si At=0 ,alors: Ap =p;—p; =0 mémesi F # 0
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I11.4.2.Chocs élastiques — chocs inélastique
Quand deux solides ou deux particules entrent en collision, deux principaux cas de figures

surviennent :
¢ choc élastique avec conservation de la quantit¢é de mouvement et de 1’énergie
cinétique du systeme (Cette condition (la conservation de 1’énergie cinétique) est
remplie si le travail des forces non conservatives (tel le frottement) peut étre négligé ;

il ne doit pas y avoir de déformation permanente des objets mis en cause dans la

collision.

X/

% choc inélastique avec conservation de la quantité de mouvement et non-conservation
de I’énergie cinétique du systeme.

II1.5.Moment cinétique

Soit une particule de masse m animée d’une vitesse ¥ en rotation par rapport a un point O.

Le moment cinétique de m par rapport a O est :

L=7ApP
- _P—)Lzmr/\v
p =mv
&
i
37\'(!”

I11.5.1. Théoreme du moment cinétique

L=7ApP

df_d(?/\f)’)__,/\dﬁ ﬁ/\d?
dt . dar " Nar TP ar
dz—*/\dﬁ—*/\l_?’
ac | Nar T

( ]
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La dérivée du moment cinétique d’une particule, par rapport au temps est égale au moment de

la force qui lui est appliquée au méme point.

I11.6.Exercices corrigés

Exercice 1
On lache sans vitesse initiale, a I’instant t = 0 une masse ponctuelle m en un point M de la
face convexe d’une sphere de centre O et de rayon sur laquelle elle glisse sans frottement.
e En utilisant le principe fondamental de la dynamique, trouver: les équations
différentielles du mouvement.
e Trouver I’expression de la force de réaction de la sphere sur la masse
e Déterminer 1’angle pour lequel la masse quitte la surface de la sphere. Déduire dans

cette position la vitesse du point matériel.

Exercice 1 Solution

Il
3
Qu
l
ol
+
=l
Il
3
Qu

> F

—myg sin 6

Zﬁ=ma —>ﬁ+ﬁ =m(aTﬁT+aNﬁN)

N b mioFe i =m( i+
= ma = =m|—u —Uu
dt T N
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o . . v V?_
(mgsin@iu; + mgcosBiy)—Niuy=m EuT-I_TuN
mgsin 0 u; + (mgcos@ — Ny =m EuT+TuN

. av :
mg sin 0 =mE—>dV=gsm0 dt
2 VZ
mgcosH—N=mT—>N=mgc050—mT

AV 6 = gsind 6dt — dv -~ d(cos)
= N - = —
g Sin - g dt
d6_,_V
dt =~ r

vV
dV; = —g d(cosf) -V dV = —grd(cosf)

at=00=0,V=0

vzl”
I—l = —gr[cos 61§
0

2
2
- = gr(1 —cos @)
V? =2gr(1 - cos @)
V2 2gr(1 —cos 0)

N=mgc059—m7—>N=mgc050—m .

N =m[gcosf —2g(1 — cos9)]
N =m[gcosf —2g + 2gcos 6]
N = mg|[3cos 6 — 2]
Lorsque la masse quitte le surface N = 0

N=0-3cosf—-—2=0
6= —2 -0 =ar (—2) ~48°
cos 3 arccos 3

La vitesse dans cette position est :
2
cosd = 3
V2 =2gr(1—cos @)

) 2\ 2
|4 =Zgr<1—§> =§gr

V= 2
= Egr
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Exercice 2
Une goutte de pluie de masse m, supposée constante, tombant dans 1’air est soumis a une

force de frottement visqueux f = —kv
e Ecrire I’équation différentielle que satisfait la vitesse v de la goutte de pluie.

e Déduire la vitesse limite (sans résoudre 1’équation différentielle).

Exercice 2 Solution

En projetant dans le sens du mouvement (I’axe Oz vertical ascendant) :

Le PFD donne : mg — kv = mad

dv
-mg — kv =ma—>mE+kv= -mg
dv N k dv N 1
N —_ = —0q > — — = —
dt "m’ =™ 7? g
La vitesse limite est obtenue lorsque 1’accélération a la goutte de pluie est nulle
_dv 0
“Tar -
k mg
J— [ - [ —
Ui g—=n X
( ]
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mg
v =——

k

Exercice 3
Soit une picce de monnaie de masse m immobile sur un livre incliné d’un angle « par
rapport a I’horizontale. Lorsque I’angle @ augmente jusqu’a 15° la piece monnaie est glissée

le long du livre. Déterminer le coefficient de frottement statique.

Exercice 3 Solution

mg sin q €——

LS mgcosa

meax = usN - meax =us N

‘Lls _)f:gmax
Zﬁ 0 zFx=0—>fsmax—mg5ina=0—>fsmax=mgsina mg sina
0T o = U
sina_ _.
cosa  Hs T tanga

Us = tang15° = 0.27
Exercice 4

On tire depuis le sommet d’une colline de hauteur H un projectile avec une vitesse v, ,
faisant un angle a avec I’horizontale.

e Déterminer les équations horaires du mouvement du projectile
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e Calculer la distance horizontale D du canon ou le projectile touche le sol
e calculer la hauteur maximale H du projectile au-dessus du sol .
AN:H =245m, g =98ms™?,a =30°%v, = 196 m s~}

Exercice 4 Solution

mg sina

D(portée)

Coordonnées du vecteur vitesse initiale sont
. (Vox = Vpcosa
Yo = gy = v sin a

Le projectile, en chute libre, ne subit que son poids P=m g; cette force est verticale, vers le

bas et de valeur constante d = §

Vecteur vitesse instantanée

dv,(t)
ax(t) = dar 0 mté { v (8) = G

dv, (t) TEEITE v, (£) = —g . t+ G,
a,(t) = Fraiaie

ouC; et C, sont des constantes d’intégration, que 1’on déterminer par exemple a I’aide des
conditions initiales,

,(0) = vy, = Vgcosa = C;

v(0) = ={vy(0) = vy = Vpsina=—g.0+C, =C,

{ v, (t) = vy cosa
vy,(t) = —g.t+vysin a
Vecteur position

Les coordonnées du vecteur position OM (t) s’obtiennent par intégration sur le temps,

v, () = da;it) x(t) =vycosa.t + Cq
inté 1
d}’(t)m{y(t) =—=g.t>+vysin a.t+C,
¥y (t) = ar 2
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CsetCysont des constantes d’intégration que I’on peut déterminer a 1’aide des conditions

initiales : si M est initialement a I’origine O, alors C3 = C, = 0
x(t) =vycosa.t
oOM(t) = 1
© {y(t) ==39 t? + vysin a.t

Lorsque le projectile touche le sol en P(xp, yp) avec yp = —H = —245m

1
—245 = ) 9,8. t2+vysin a.t

—245 =—49, t2 4+98.t
t?2—-20t—-50=0
A= (—20)2 — 4(-=50) = 600

, _ 20 +/600
===

xp(t) =vocosa.t =D

-t =2225s

Xp = 196 c0s30.22.25 = 3776.74m
xp~3777 m
Au sommet de la trajectoire, la composante verticale de la vitesse s’annule : v, (t5) = 0
D’apres 1’équation horaire de cette grandeur, le sommet est atteint a la date
v (ts) =0-> —g.t; +vosina =0

_Vosin @ 196 sin 30

t, = = =10
s g 9,8 s

e
“ /
/

o e o o e e e o e

P
»

D(portée)

1
y(t)=—§g. t2 + vysin a.t
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1
ys = =59:8.(10) + 196 sin 30.(10)

Ys = —490 + 980 = 490m

La hauteur maximale est :
Hpax = H + Ys

Hpax = 240 +490 = 730m
Exercice 5
Au volley-ball, le joueur frappe le ballon a la hauteur h =2m du sol et a la distance
L = 9 m du filet. La hauteur du filet est H = 2.4 m . La vitesse initiale v a une valeur
vo = 14 ms~1 et fait un angle @ = 30° avec I’horizontale. On négligera toutes actions

de Dair.

flxs = 9m.y; =7)

1/ Déterminer les équations horaires du mouvement du ballon
2/ déduire I'équation de la trajectoire du ballon
3/ La balle passera-t-elle au-dessus du Filet ? Justifier.

A quelle distance du filet la balle atterrira ?
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Exercice 5 Solution

f(xf = 9m, yr :?)

S(xs =?,y5 = —h)
e

1/

Coordonnées du vecteur vitesse initiale sont
5 va = vo cos
Yo = gy = vy sin a

Le projectile, en chute libre, ne subit que son poids P=m. g; cette force est verticale, vers le

bas et de valeur constante d = g

Vecteur vitesse instantanée

dvy (t)
a0 ==g—=0 y { v () = G
dv, (t) MECITET Vv, (£) = —g . t+ C;
a,(t) = T

'
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ou C; et C, sont des constantes d’intégration, que I’on déterminer par exemple a 1’aide des
conditions initiales,

,(0) = vy, = Vgcosa = C;

v(0) = :{vy(O) =Voy =Vpsina=—-g.0+C;, =C,

{ 1, (t) = vycosa
vy,(t) = —g.t+vysin a
Vecteur position

Les coordonnées du vecteur position OM (t) s’obtiennent par intégration sur le temps,

dx(t)

v, (t) = 7t intégrer{ x(t)1= vocosa.t + Cs
3y (6) = d};_(tt)— y(t) = -39 t2 +vysin a.t+C,
C5 et C4 sont des constantes d’intégration que 1’on peut déterminer a 1’aide des conditions
initiales : si M est initialement a I’origine O, alors C3 = C4, =0
. x(t) =vycosa.t
OM(&) = {y(t) = —%g. t? +vysin a.t

2/

Equation cartésienne de la trajectoire

X

L’équation horaire x(t) = v, cos a .t permet d’exprimer le temps t =

vo cos a
1 x? _ x
)’Z—EQ-W‘FUOSIU a'vocosa
1 x?
y=—§g.m+xtana
y=—2v02gcoszax2+xtana
3/
Vr=——— xf2+xftana—>yf=—+L2+Ltana
2v,° cos’a 2v,° cos’a
9,8 , 793.8
yf=—2(14)2 6052309 + 9 tan 30==_W+9 0.58
Y =—-274+520->y;=25m
4/

Y > H ;Laballe passera au dessus du filet

Lorsque la balle touche le sol S (x5, ys = —h = —2m )
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—h = _Zvozgmxsz + x5 tan «a
—-2=- 08 xs? + xg tan 30
2 (14)? cos?30
—2=- 08 xs2 + xgtan 30
2 (14)? cos?30
0= —Exsz + xgtan 30 + 2 > 0 = —x,? +29—4x5tan 30 +2’;42
294 9,8 9,8

0= _xSZ +17.87 Xg + 60
0= x5% — 17.87 x5 — 60 = 0
A= (—17.87)? — 4(—60) = 559

_ 17.87 + V559

Xg )

- xg = 20.76 m
la distance de filet est :

D=xs—L—->D=2076-9=11.76m
Exercice 6
Un joueur de basket lance le balan vers un panier avec une vitesse initiale ¥, contenue dans
le plan vertical et formant un angle a = 45° avec l'horizontale. Le panier est situé¢ a une
distance horizontale L = 3.1 met a une hauteur h = 1m au dessus du point d'envoi. On

négligera les forces de frottement

=

£
!

e 1/ Déterminer les équations horaires du mouvement du ballon

e 2/ déduire 1'équation de la trajectoire du ballon
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e Montrer que le module de la vitesse initiale nécessaire pour réussir un panier est

donnée par

gL
2cosza(tana—%)

UO =
On donne g = 9.8 ms™—?2
Exercice 6 Solution

Coordonnées du vecteur vitesse initiale sont

. (Vox =Vpcosa
Yo = vy = vy sin a

Le projectile, en chute libre, ne subit que son poids P=m. g; cette force est verticale, vers le

bas et de valeur constante @ = §

— / -
v 4
0 i“ E g, h ’T
% L ..
Vecteur vitesse instantanée
dv,(t)
a0 =—g— =0 y { v () =€
dv, (t) MCITE oy (£) = —g . t+ Cy
a,(t) = Franiaie

ouC; et C, sont des constantes d’intégration, que 1’on déterminer par exemple a I’aide des
conditions initiales,

1,(0) = vy, = vycosa = C;

v(0) = vy :{vy(()) =Voy =Vpsina=—-g.0+C, =C

{ 1, (t) = vy cosa
v,(t) = —g.t+vysin a

Vecteur position
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Les coordonnées du vecteur position OM (t) s’obtiennent par intégration sur le temps,

v, () = d);(tt) x(t) =vycosa.t + Cq
nté 1
dJ’(t)w{ t)=—=g.t>+vysin a.t+C,
¥y (t) = dr 2

CzetCysont des constantes d’intégration que 1’on peut déterminer a 1’aide des conditions
initiales : si M est initialement a I’origine O, alors C3 = €, =0
x(t) =vycosa.t

oOM(t) :{y(t) - —%g. t2 + vysin a.t

2/

Equation cartésienne de la trajectoire
X

L’équation horaire x(t) = v, cos a .t permet d’exprimer le temps t =

Vo Ccosa
1 x? _ x
Y= _Eg'voz cosza+vosm a'vocosa
1 x?
y = _Eg'—voz oszg TXtana
y = —Zv(ngwszax2 + xtan «

le basketteur réussira son panier si le point P (L, h) satisfait a I'équation précédente soit
g

h= —Z—L2 + Ltan «
2v,° cos?a
L
Zg— =Ltan a —h
2v,° cos’a
L
2v,° cos?a = g
tan a — —)
gL
UOZ == h
2 cos’a (tan a— f)
gL
v = 7
2 cos?a (tan a— f)
9,8).(3,1
v= ©8.G1) T = 6,69 ms~?!
2 o o__ _—
2 cos?45 (tan 45 3’1)
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Exercice 7
Un point matériel M de masse m est accroché a 1’extrémité d’un fil inextensible de longueur £
et de masse négligeable. On constitue un pendule canonique en mettant le point matériel M en
rotation uniforme dans le plan xOy autour de 1’axe Oz , on repere la position de M par
I’angle 6 .I’angle « entre 1’axe et le fil reste constante.

e Déterminer le vecteur vitesse et accélération du point matériel M

e Montrer que la tension du fil reste constante au cours de la rotation du pendule

z
£ 3

Exercice 7 Solution

OM = Isina i,

. dOM d(lsinai,) dl  _  dsina_  di,
V= T It =E51naur+l I ur+lsmaﬁ
. ) du, do
v=lsma[d0 It
- . dﬁ?" de . A —
v=lsmald9 T = lsina By

d20M _dv d(Isin a 01y)
a2 dt dt

a=
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,odlo L dsina ., o de . dug
a=asma9u9+l It 9u9+lsmaEu9+lsma9F
. L _ . [dig do
a=lsma9u9+lsmaelﬁ.a

d = lsina By — lsina 801,
= N n— . ‘2—->
a=IsinaBuy — lsina 08U,

- N A — - . —
v=Isina Ouy - v =1Ilsina wiy
d = —Isina 02, + Isina By, » d = —Isina w?i,
f=wt—>0=w —>6=0
- . -

v = Ilsina wig
- . 2
a=—lsinawu,

Tcosa

Par ailleurs, les forces exprimées dans la base cylindrique (i,.,ug, U,,) s'écrivent :
{ P = —mgii,
T=—Tsinai, +Tcosai,
—mgi, — T sina i, + T cosa i, = —mlsina w?i,
—T sina 1, = —m lsin a w?u,

T sina = mlsina w?




CHAPIIRE : I1I Dynamique du point

L 4

T =mlw? = cte
—mgu, + Tcosai, =0

-mg+Tcosa =0->mg=Tcosa

Exercice 8
Un ressort de constante de raideur k > 0, de longueur a vide [, et de masse m, négligeable
est suspendu verticalement par son extrémité A. A ’autre extrémité B du ressort, on attache
une ponctuelle m. Le ressort s’allonge alors de la quantité /4, pour parvenir a une longueur
totale dans la nouvelle position d’équilibre 1.
1/ Exprimer le champ de pesanteur terrestre g en fonction des données du probleme.
2/ A partir de la position d’équilibre O précédente, on écarte la masse m d’une quantité x et
on la lache sans vitesse initiale au temps t = 0.
e Ecrire ’équation du mouvement de la masse m. Montrer que [’on obtient des
oscillations, de pulsation w que 1’on déterminera en fonctions des parametres du
probleme.

e Exprimer g en fonction de / et w, .

Exercice 8 Solution

1) = 1 + x(b)

Equilibre
Statique Y P —mg

Dynamique
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-

P=mg=mgu,
le ressort est allongé (I > )1l exerce une force de rappel proportionnelle a son allongement

(I — ly). La constante de proportionnalitée est k :
F=k(U-1)(-t,)»F =—k{+x() — )i, = —k hil,
Zﬁ=md—>ﬁ+f =md
P+f=ma=0

kh
mg—kh=0—>g=5

_kh

9=m

{ P=mg=mgi,

F ==k ) —l)U, = —k (L+ x(t) — lp)ty
Zﬁzmc’i%ﬁ+f =ma
mg —k (I +x(t) — ;) =ma

dv
mg — kl — kx(t) + kl, = m—

d (dx
mg — kl — kx(t) + kly = mE<E)
mg — kl — kx(t) + kl, = mi
mg —k(l —1y) — kx(t) = mi
mg — kh — kx(t) = mi
mg — kh = mx + kx(t)

L’équation de mouvement :
k
xX+—x(t)=0
—x()

On vérifier que x(t) = A cos (wyt + @) est solution de 1’équation différentielle

x(t) = A cos (wot + @)
x(t) = —A wq sin (wet + @)
¥(t) = —A wy? cos (wot + @)

On remplace dans 1’équation de mouvement ¥ + X x(t) =0
¥ +— x(t) = 0 > —A wy? cos (wot + @) + —A cos (wet + @) =0 2=
J— — - — J— — - e
X x Wy cos (wot + ¢ cos (wot + ¢ Wy

(UOZ =

3=
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ou A et ¢ sont des constantes déterminées a partir des conditions initiales:

{ x(t=0)=x,=Acos¢ {sin<p=0—> =0
%
x(t=0)=0=—-Aw,sing A= x,

x(t) = xq cos (woyt)

k
O)OZZ_
9=E

g:hwoz

Exercice 9

Trois boules de masse m; , m, et m3 sont mobiles sans frottement sur un plan lisse. La boule
de masse m,et lancer avec vitesse ¥; en direction de la boule de masse m, qui a son tour
roule en direction de la boule de masse m3 quelle heurte. On suppose que les deux chocs sont
élastiques.

Quelle est la valeur que doit prendre la masse m, pour que la vitesse de la masse ms soit

maximale

Exercice 9 Solution

2 ‘
R m; mg

avant

v, vy’ [
' ml ] mz R m3
aprés
vz,, v3l!
mz ———> my ’

Au cours du premier choc entre les boules mqet m,

4

4

aprés

La conservation de la quantité de mouvement :
> > =2 > -7
p=mv, =p =mv; +myv,

En projetant sur 1’axe des x :
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myv; = myv; + myv,

1

. . D 1 2,1 2
La Conservation de 1’énergie cinétique : E, = Emlvlz =E, = Emlv{ + Emzvé

1, a1
Emlvl =—m1U1 +_m2U2

2 2
mvi = mvy” + myv,
myv; = myv; + myvy; - Myv; = myv; — My,

2
’ m; , 12 m; ,
U1=U1——172—>171 = Ul__vz
my 1

2
2 m, m, 2
vy =% - 20— vy + —S v
m, m,

2
m; m; 2
mv? =my | v4% — 2v; — V), + —=v," | + m,v
1¥1 1 1 1m 2 mq2 2 2V2
1 1

2 2 m; I m; 12
myvy = mav° — 203 —— MV, + ——myvT + myv;
m m

1 1

m; 2
mvZ = mv,? — 2vymyvy + m—vé + m,v,
1

2
2" 2 2
myvi —myv© = —2v,m,v; + <—v§ + m,v, )
1
2
mp~ 2 2
0 =—-2v;myv; + | —v3" + myv;
my
m 2
—2 17£ 12
’ my myV;
Uy

(m; + my) v,
=————>2mv; = (m, + my)v,
2m, v, 1v1 = (m; 1)V;

1

2my _
2

—v oy
(my +my)
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vl = ﬂv .
(my + m,)
Au cours du deuxieme choc entre les boules m,et mgy
La conservation de la quantité de mouvement :

P =may =P = myvy +mavy
En projetant sur 1’axe des x :

myv; = myvy + msvg
La Conservation de 1’énergie cinétique : E', = lmzvéz =E/ = lmzvé’z + lm3v§’2
2 2 2
1

—m,vit =
2 2Y2

Il2 1 ”2
mzvz +Em3v3

2 2 2
myvy” = myvy " + myvg

Avec les mémes étapes en trouve

vl/ — zmz vl
37 (mz+my) 2
U” — Zmz U,
3 (m3 + mZ) 2 ol = 2m2 2m1 v
o 2my v 3 (m3 + my) (m, + my) !
2 =7 T W
(my + my)
o= 4m,m, ’
3 (m3z + my)(m, + my) !
. 4m1m2
v

= v
37 (my + my)(my + my) !

La vitesse de la masse msest maximale, si

dvy
=0
dm,
dvi d ( 4m,m, ) _ 0
dm, - dm, \(m; + my)(m, + my) V1

v <4m1(m1 +my)(m; + m3) — 4mymy[(m; + m3)(my + mz)]) — 0

(my +my)2(m, + m3)2

m, = myms
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Exercice 10

Dans un repere cartésien (0, x,y,z), muni de la base (éx , éy , 5Z)un point M de masse m en

mouvement a pour équations horaires

x = Acoswt

B .
= —SIn w
Y 2

B
z = —— sinwt

V2

A > B > 0,w constante > 0

e Montrer que la force responsable du mouvement de P s’écrit F = —m w?7

e (Calculer le moment cinétique de M par rapport a O. conclure

Exercice 10 solution

W=F=x9x+yé’y+zeez
OM=7#= A t*+B' té B i té
=7= Acoswté, + —sinwté, — — sin wt é
X \/E y \/E VA

( dx )
x = Acoswt Uy = — = —Awsinwt
B dt
d B
7= V2 >3 = vyzd—}tlzﬁwcoswt

zZ = —— sin wt dz B
V2 v, =—=——wcoswt

—dt V2

U= vy + 1€, + 1,6,

B

V= —Awsinwt é, + — w cos wt é,, — — w cos wt é
X \/E y \/E A

( _dvy
=g

dv B
=—2Y = __— w?sinwt

YT TN
dv B
=2 ="@w?sinwt

\ 7 dt 2

d = a6, + a,€, + a,é,

d=—-Aw?coswté, — sz sin wt é, + sz sin wt &,
V2 V2

= —Aw? cos wt

Qu
Il

az

= - B - B g

F=-m [Aa)2 cos wt &y + —w? sinwt é, — —w? sinwt ez]
V2
B

V2

N B

F=—mw2[Acoswt§ + —sinwté ——sinwt@]
X \/7 y \/E zZ

'
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.
F = —mw??
-

Moment cinétique de M par rapporta O : L

=
ol

L=

- - -

€x —é, e,

B . B
A cos wt —sin wt —— sin wt

V2 V2

B B
—mAwsinwt Mm-—=wcoswt —m-—w coswt

V2 V2

- > B B ) B B )
L= r/\P =e, [—m——a) sin wt cos wt + m—=-—=w cos a)tsma)t]

V22 V22

~l
I
=
ol
I

A

R B 5 B -
—ey[—mA—cocos wt —mA—w sin a)t]

V2 V2

5 B B
+é, [mA—oucos2 wt + mA — w sin? wt]

V2 V2
/\13 4L e rmatoe
= MA—w e mA—we
vz V2o 7

[=7/\? a2 0@, +8)
=T = MmAa—w\e e
Z o\ T e

=

L=

S 1
L =mw —AB(é, +é,)

V2

Le module du moment cinétique est constant.

Exercice 11

On écarte de sa position d’équilibre une masse ponctuelle m suspendue a un fil
inextensible de longueur 1. On repere la position de la masse m par I’angle 0

entre la verticale et la direction du fil.
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1/ Etablir I’équation différentielle du mouvement. (Utiliser le systeme des
coordonnées polaires).

2/ Etablir I’expression de la tension  du fil.

Exercice 11 Solution

1/ Equation différentielle du mouvement

= N

P+T=ma

OM =11,
__dOM _d(i,) _ di , di, _ di, _ [di, do
LT dt  dt’ T Var T ar T Y| de de
__d*oM _dv _d(16u,) _dl, a ldé 1 19 %o
T=ae T dc . dr al T Y ar dt

,[dto do

TR = 10uy — 10]u,. 6]

—

a= leﬁ)g - lezﬁ)r
a= agﬁg + arﬁr

Par ailleurs, les forces exprimées dans la base polaire (i, ; Uy ) s'écrivent :

—

T = —Ti,

{1_5 = mgcosOu, — mgsindi,

Z F, =mgcos@® — T = ma, = —ml6?

Zﬁzmﬁ’a )
ZFB = —mgsind = mag = mlO

'
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Z F, =mgcosd — T = —mlb* > T = mgcosO + mlH?

ZFB = —mgsind =ml - 0 + %sine =0

0+ %sine =0
2/ Expression de la tension T du fil

00 + %ésine =0

1d(6%) gd(cos8) d(cte)
2 dt I dt  dt

1. g
2 _ < =
20 lcose cte

Siat = 0,000)=06,et 6(0) = 0, on obtient

0- %coseo = cte

12 9 __9 h2 _
20 lcose— lc0500—>0 =

2g

] (cos@ — cosBy)

. 2
T = mgcos6 + mlé?* > T = mgcosO + mng (cosB — cosBy)
T =mgcos0 + 2mgcos0 — 2mgcosf,
T =3mgcosO — 2mgcosf,
T = mg(3cosO — 2 cosB,)

Exercice 12

Une goutte de pluie de masse m supposée constante, tombant dans 1’air est soumis a une force

de frottement visqueux f = —kvV .

y Goutte de pluie

1/ En appliquant le PFD (principe fondamental de la dynamique), écrire 1’équation

différentielle que satisfait la vitesse v de la goutte de pluie.
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2/ En déduire, sans résoudre 1’équation différentielle, la vitesse limite v, atteinte par la goutte

de pluie (la vitesse limite est obtenue lorsque 1’accélération de la goutte de pluie est nul).

Exercice 12 Solution

b 4
ﬂh
u)’ﬁu
o »
{1_5 = -mg
f=—kv
P+f=mad
-mg—kv=ma
L
mg v=m—
. . d(-vi,)
(- gily) ~ k(-v,) = m
tho = -m%
mg + kv =-m—
Y kv =
m—- v =-—mg
dv 4 k
dat "m° -9
2/ la vitesse limite est obtenue lorsque I’accélération de la goutte de pluie est nul
_dv 0
a=m—=
k —
m=49
__mg
v = X
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Exercicel3
A. Partie cinématique
Un pendule simple est composé d’une masse ponctuelle m liée par un fil inextensible de

longueur 1 et de masse négligeable. On écart la masse ponctuelle d’un angle @ par rapport a

la position d’équilibre, avant de la libérer sans vitesse initiale.

1. Ecrire le vecteur position OM .
2. Les composantes polaires du vecteur vitesse (¥) et son module v
3. Les composantes polaires du vecteur accélération (@) et son module a
4. Les composantes intrinseques (ar) et (ay) de 1’accélération.
B. Partie dynamique
On utilise le méme systeéme des coordonnées polaires (U, , Uy ), on écarte le pendule d'un
angle @ par rapport a la verticale et on I'abandonne avec une vitesse initiale v .
1) Appliquer le principe fondamentale de la dynamique a la masse ponctuelle m et :
a) Montrer que 1’équation du mouvement de m est donnée par :
6 + Isind = 0 (1)
b) Déterminer 1’expression de la tension du fil 7.
c¢) En déduire la vitesse de la masse ponctuelle m et la tension du fil 7.
2) Retrouver I’équation (1) en utilisant le théoréme du moment cinétique.
3) Déduire I’expression horaire @(t) du mouvement et calculer la période pour des petites
oscillations
C. Partie énergétique
Montrer que 1I’on peut retrouver 1’équation 1 du pendule, en écrivant que 1’énergie mécanique

totale du systeme est une constante.

'
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Exercice 13 Solution
A. Partie cinématique

1/ Vecteur position oM .

OM =71,
r=1=Cte
OM = lii,

2/ Les composantes polaires du vecteur vitesse (¥) et son module v

OM = I,
__dOM _d(li,) dl_ oG di, _ [di, do
VS"ac T Tat  at T ae T Var T M de ae

Bl =v=(6)" =10

3/ Les composantes polaires du vecteur accélération (d) et son module a

_ _d*0M dv _d(16u,) di b0 T
T"TTae Tac T at  ar 0T Var ' dt
a = 163, + 10|22 20 _ iui, — 10[u,. 6]
a= Uy do ' dt = Ug u,.

da = l0u, — 16%u,
— — —
a=aguy + a,u,

4/ Les composantes intrinseques (ar) et (ay) de ’accélération.

4 _aw)
aT = _dt i a‘T = —dt =
2 16)" .
ay = v? - Ay = % = 102

B. Partie dynamique

Par ailleurs, les forces exprimées dans la base polaire (i, ; Uy ) s'écrivent :

{F = mgcosO U, — mgsind i,
T = -Tu,

'
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W O = -
@ =T )
u, V
U,y
| _"
0 \/

Z F, =mgcos@® — T = ma, = —ml6?

Z?zmﬁ’%
). Fo

= —mgsin® = may = mlo

z F, =mgcos® — T = —ml6? > T = mgcosO + mlo>

ZFG = —mgsind =ml - 0 + %sine =0

0+ %sine =0
L’équation du mouvement de m est :
0+ %sine =0
L’expression de la tension du fil 7 est :
T = mgcos0 + ml>?

0+ %sin0=0—>é= %sine

( éz%sine
4 é—dé
T odt
k1_7’=19ﬁ3—>||§||=v= (16) = 16
de lde
v=110->v=1—>dt =—
dt v
éz—%sme
10 =— gsind
dv g
gp = —gsin
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dv = —g sin@ dt
. lde
dv = —g sin@ -

vdv = -1l g sinf do
v 0
fvdv=f—lgsin0d0

Vo 0
v

]
fvdv=—lgfsin0d0
0

Vo

>
2
vo
v?—v3=+2lg [cos 0]}
v2—-vi=+2lg (cos@—-1)
La vitesse de la masse ponctuelle m est :
v2=v3+2lg (cos®—1)
T = mgcos + mlo?

v

=-1g [—cos 0])

. . v
v=10-0=7

vZ

N2 _
=r
‘UZ
7

v2=v3+2lg (cos®—1)

T = mgcos0 + ml

(v(z, +2lg (cos @ — 1))
l

T =mgcos6 +m

mv}
T = mgcos0 + T + 2mg(cos 6 — 1)

mv3
T =3mgcos0 — 2mg + I

2
mv
T = (3cosB —2) + TO
La tension du fil T est :

mv}

l

T = (3cosB —2) +

2/

'
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i 0 .
® i, )
flx ¥
|
0 \/

7=
F=P+T
/T
P=mg
dz - — - — — - — - —
E=lAF=l/\(P+T)=l/\P+l/\T
) T A .
Frin ||l||||T|| sin0+1IAP
dz—i/\ﬁ
dt
dl _ R
T lu,. A(mgcosOu, —mgsinBuy)
d_lj —> — . —> — - -
T IlmgcosO(u, Au,) —lmgsin@(u, A ug) = —lmgsinb u,
dL -
E=—lmgsm0uz
{:" Pl i=ni, =mlu, Alduy=m 2@, Aiy)
p:mv — >
v = lOuy
[ w0 )
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{Z =m lze(l—ir FAN ﬁg)

——)_ 2.___)
— = - L=ml*0u,
U, =u, N\

- . dL d(m%6u do

27" 2 120—’
dt dt ag MO
dL =ml?0u
qc = mbou,
dL P
Pri —lmgsinf u, ) . g
t Ji - —lmgsin@u,=m 1?01, > 0 + —sinf =0
=™ 1201,

0+ Tgsine =0
3/ pour les faibles oscillations, on peut écrire : sinf ~ 0

Equation différentielle de deuxieme degré, dont la solution est :

0(t) = 0, sin (wt + @)
0(t) = 8w cos (wt + @)
Sit=0,00)=0y—->0p=60ysinp >sinpg=1-¢ =

Ny NIS

Sit=0,000=0-0=0,wcosp >cosp=0-¢=

. T
0(t) = 6, sin (wt + E)
C. Partie énergétique

0 U
______ > > X
ﬁy
0
vy =1lcos@ L
Uy
M
e m
U,
y
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Er =Ec+Ep
v =10uy - v =10 - v* = 126>
Il n'y a que 1'énergie potentielle de pesanteur. En prenant comme référence pour I'énergie

potentielle de pesanteur la position 8 = g

Ep = —mgy
1 2 1 2h2 1 202
ET=E""7 +Ep—>ET=§m19 —mgy—>ET=Em10 —mgl cos 0
1 .
Er =Em1202—mgl cos 0

D’apres le théoreme de I’énergie mécanique (E,,, = Er = Ec + Ep = Cte) :

dET
T _ o
dt

dET—d(l 1292 l e)—o
dt _dt Zm mg coSs =

d(l 1292> d( lcos0) =0
dt 211’!, dt mgtcos =

1 d . d
— 2___ 92 _ o =
2ml dte mgldt(cos 0)=0

1 lzdéz ld( 0) =0
2™ a ML leos? =

1 .
Em12(2«9«9) -mgl(-6sin6) =0
ml*00 + mgl 8 sin =0
160 + g sin6 =0

99+%9$in0=0

{ 172

'



CHAPITRE : IV Travail et énergie

EP
F“; — 1 =h
-~ =
f",/»\?.‘*
& |
1 1
27| |7
] “ ‘L yz — 0




CHAPITRE : IV Travail et énergie

L 4

IV.1. Travail effectué par une force constante

Une force est vectoriellement constante si ses trois caractéristiques (direction, sens et valeur)
sont constantes.

Considérons le déplacement du point d’application d’une force d’un point A 2 un point B (un

déplacement rectiligne ).

Le travail d’une force constante F est égala :wy_p = F.AB
w4_p = ||F|-||AB|| cos @

% Wwy_p s’exprime en joules (J)

% F en newtons (N)

< AB en metres (m)
% 0 est I'angle entre le vecteur force F et la direction du déplacement du point
d’application de F.

o Si W(ﬁ) > 0 ondit que le travail est moteur w = +F AB,90°> 6 > 0°

D)

% Si W(?) < 0 ondit que le travail est résistant w = —F AB, 180°> 6 > 90°
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0,

% w= 0 Laforce F reste orthogonale au déplacement de son point d’application

0 =90°

w=0-d=0

b : B

{w=FABcosB
0=0

Si la force fait un angle avec le déplacement, il faut en tenir compte

-w=FAB

% w=FABcos0 =F.AB

174
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Exemple 1

ZFy=0—>n+Fsin0—mg=O
n=-Fsinf+mg =0
Ws =f.ABcosO > Wy = f.ABcosm
ch = —fCAB

W, =—f.AB
{ re="Je - Wy =—p.n AB >W; = —p (mg —Fsin0) AB

fc=Hem

S
a
r' s

WtOt:WF+WfC+Wn+Wg_)WtOt:WF+WfC+0+O

/4
W,=W, =0(cos§=0)

n
Wiot = Z W;
i=1

Exemple 2

1)
Il
N

ﬁairza)
ZFx=mgsin9—fc

W=F.AB=F,.ABcosa
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IV.2. Travail effectué par une force variable

Force constante

Force variable
Si le déplacement n’est pas rectiligne et si la force n’est pas constante, on décompose le trajet

du point d’application en sections infiniment petites sur lesquelles on peut considérer la force

F constante et le vecteur déplacement dl rectiligne.

Lors d’un déplacement élémentaire di du point d’application d’une force F, le travail
élémentaire
AWi = Fi COS 0,- All

Travail total
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n n
W = ZAWl ﬁEFiCOSBiAli
i=1 i=1

300 —+

—_ Fcos@
Z 200 -+

=~ 100 +

ANL Al Aly ALy Als Alg AL, D
Distance, £

n
W = 2 Fi COS BiAl,-
i=1

b
W = lim F;cos 0;Al; = f Fcos@dl
Al;—0 a

Pour trouver le travail total de a a b, on fait la somme de tous les travaux élémentaires.
Comme il y a une infinité de déplacements élémentaires pour aller de a a b, la somme de ces
travaux n’est pas une somme discréte ( ), dW ) mais une somme continue : il s’agit d’une

somme au sens intégrale ( f daw )

300 +
Z 2004
==
> N
L)
=~ w0+
1
l )
' l
0 a b
Distance, ¢
b_ |
W= | F.dl
a

IV.3.Travail d’une action sur un ressort

Considérons un ressort horizontal, de longueur a vide [l et de raideur k.

'
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R/
0‘0

7
L X4

Ressort au repos

(l—lo):()

Si le ressort est allongé (I > ly) 1l exerce une force de rappel proportionnelle a son

allongement (I — ly). La constante de proportionnalitée est k :
F=k(-1p)-u)->F =-k( — lp U,

Si le ressort est comprimé (I < 1) Il exerce une force de rappel proportionnelle a

son allongement ( Iy — 1 ). La constante de proportionnalitée est k :

F=k(y-Du,»>F =—k( — L) U,

Ainsi, dans les deux cas, on a :

L)

X3

K/
X4

D)

>

K/
*

DS

F=—-k(-1,)1,
1, vecteur unitaire dirigée dans le sens de 1'allongement
F: force de rappel ou tension du ressort (N)
k : raideur du ressort (N.m™1)

Al =1 — 1 : déformation du ressort (m).

Le signe (-) dans cette relation signifie que F est une force de rappel et qu'elle

s'oppose a la déformation A [.

On considere le mouvement d’un point matériel attaché a un ressort de raideur k. La force de

rappel du ressort est donnée par

L

fr=—k AU, = —kx,

Si le ressort est allongé

{?r = —k x U,

dx = dxu,
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xf—x
W7r=f fdx—f —kxu,.dxu, = f —k x dx u,. ux=—kfxdxux Uy
xi=

— x — 121" - _1 2
Wfr——kfoxdx——k[ix]o——ikxP

& Si le ressort est comprimé

{71‘ = —kx U,
dx = —dxu,
xf=—x_) X —-X —-x
W7T=.f f.d?c’=f kxﬁx.dxﬁx=J kxdxﬁx.ﬁx=kf xdx U, U,
x;i=0 0 0 0
W+ = kj—x dx = k[l Z]_x— 1k 2
fr= . xax = zx . = 2 X
I‘",ifncg}fu:w_
R ———— u 7 upcmllw.
." = O b B "._ WY | "._ \ I". i £ I". I". '||_
/) /i //7 / /7 A / 7‘
6/1/0/0 é/t/ 1]
—lp—>!
I
' Al
X—*
A Al
L/////W* ==F,,,
I
< fr . . x=0

F, is positive.
X I8 negative.

IV.4.Travail de la pesanteur

Calculons le travail de la force de pesanteur lorsque le centre de gravité G d’un corps matériel
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e

se déplace du point A au point B.

Le poids étant une force constante, on a
& G descend (travail moteur)
W =P.AB = p AB cos 0 = mghcos 0 = +mgh
& G monte (travail résistant)
W =P.AB = p AB cos 0 = mghcosm = — mgh
IV.5. Puissance d’une force
La puissance d’une force, que nous noterons P , est le quotient du travail fourni sur la durée
lorsque cette durée tend vers 0
?:“mAW:dW:fdi
At-0 At dt dt
P=F7v

B t
w=JdW=f?dt
A 0

Dans le cas particulier ou la puissance est constante

=F.v

B t
w=de=?qu=?t
A 0

Dans le S I d’unités, la puissance s’exprime en Watt (W)
IV.6. Energie
L’énergie est la capacité d’un corps a fournir du travail en raison de
% saposition (énergie potentielle, Ey),
& sa vitesse (énergie cinétique, E.).
C’est aussi le travail fourni pour
% le ramener de la position qu’il occupe a une position de référence (E),
& D’amener du repos a la vitesse qu’il possede (E ).
IV.6. 1.Théoreme de I’énergie cinétique

Mouvement rectiligne uniformément accéléré
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v —v?
Vi=V2+2ad->V:-V3=2ad—-> a = —2—>"

2d

-k a’ .
F=ma 2 2
v, — v
a _v%—v§—>F=m 22d :
-~ 2d
2 2 2 2
V2 V1 V2 — V1
W=Fd= d=
d=m >d m—
1 1
W=om Vi — o m vs
W = Ec(z) - Ec(l)
1
E.=Z5m v?
W = AE,
Le PFD appliqué au point matériel dans le référentiel (R) supposé galiléen donne :
7 dv
= m—
dt

On multiplie scalairement cette équation par le vecteur vitesse :

- (dt?’) . d 1_,2 d /1 — dE.
Fv=m .v=m—<—v> ( mv)z

dt T de\2 dt

% Une analyse dimensionnelle donne [E.] = ML?T~2 ce qui correspond 2 la dimension
d’un travail.
+» L’énergie cinétique est toujours positive
IV.6.2.Energie potentielle

¥ = constante > d=0->A%=0-AE, =0
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F-mg=0->F=mg

W=FAB=FAB cos0=FAB=Fh
W=Fh=E,

~y1=h

E

: y2=0

température
E,=0 et E transforme - { son
déformation (déformation 7 son \)

182
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IV.6.3. Forces conservatives

Energie potentielle

Une force est dite conservative si son travail entre deux point M4 et M, dépend uniquement
de la position de départ et de la position d’arrivée. Autrement dit, le travail est indépendant
du chemin suivi pour aller de M; vers M,.

Si une force F est conservative, alors elle dérive d'une énergie potentielle E,. Donc cette

force peut s’écrire :

F = —grad E,

_

Pour qu'une force F soit conservative, il faut que : rot F=0

1V.6.4. Travail d'une force conservative

On dit qu’une force F est conservative si son travail élémentaire peut s’écrire comme une

différentielle, c’est-a-dire s’il existe une fonction E p telle que

W =F.OM
dw = F.dOM
Cette force est conservative, elle peut donc s'écrire
( F = —gradE,
(7]
ax - 0E,, OE,, OE,
. G0, 0. 9, |9 "Fz_ax‘_ay’ 3z K
Irat=ox'"ay! Taz" " | ay
2
\ 0z
( JE
. - Fy=——>
F=F,i+F,j+F,k oF
F:_aE,,i_aEpi_aE,, -1 F, ay
ox ay 0z dE,
=%,

- - dE,, OE,, OE,_ . R -
dW = F.dOM = —axl—ay]— aZk (dxT+dyj+dzk)
aw =250 gy vy, Oy, _ap
T T ax YT ey YT T T

dW = —dE

f ]
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Le travail d'une force conservative pour déplacer un point matériel est €gal a la diminution de

son énergie potentielle.

Travail élémentaire d’une force
dE. = F.¥ dt
. doM .
v=——-->5d0OM =vdt
dt
dw = F.¥dt = F.dOM
Travail total d’une force lors d’un déplacement de A a B
dw = F.dOM

Si la force est constante, alors :
B—> —_— — B —_— —_ ——
W=de=J F.dOM = dW=Fj dOM = F.AB
A A

IV.7.Exercices corrigés
Exercice 1
Une particule est soumise a une force :
F = (x2 —y®)i+2xz] + 3xyk
Calculer le travail de la force quand la particule se déplaces du point 0(0,0,0) jusqu’au

point M(1,1, 1), suivant la courbe (€) définie par :

x = t?
y:
z=13

Exercice 1 Solution
F = (x® — y®)i+2xz] + 3xyk

x=t*>dx =2t dt
y=t->dy=dt
z =1t - dz = 3t%dt

w=|F.dl
w= f ((x2 —y)i+2xzj+ 3xyE) (dxT+dyj +dzk)
w= f(x2 —y2)dx + 2xzdy + 3xydz

w= J(t4 —t2) 2t dt + 2t*t3 dt + 3t%t 3t%dt
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w = f(2t5 —2t%) dt +2t° dt +9t°dt
w = f(—2t3 +13t° ) dt
0(0,0,0) » M(1,1,1), suivant la courbe (C) définie par :
1
w = f (—283 +13¢° ) dt
0
l—Zt‘T . llStT
W =
4 0 6 0
— 13

=—+—=1.
w 4+6 66 ]

Exercice 2

1/ Calculer le travail fourni par la force F = %ﬁr .

2/ quelle est I’énergie potentielle qui résulte de la force F

Exercice 2 Solution

w:ffm
—_ k_)
F=Fur

{x=rcose—>dx=drcos@—rd@sin@
y=rsinf - dy=drsin0+rdf cos 0

OM =7 = XU, +yu,
dOM = dr = d(x i, + y4,) = dx i, + dy i,
dr = (dr cos 0 — r dO sin 0)u, + (dr sin 6 + r do cos 6)u,
dr = dr( cos 0 U, + sin 0u,) + r d0 (—sin 6u, + cos 0u,)
{ﬁ’r =cos 0, +sin0u,
Up = —sin 0, + cos O u,
dr =dr u, +rdo u,

di=df =dr U, +rdo,

k
w=f T, (dr G, + 7 dO T)

— — k — —
w =J ﬁdr u, .ur+ﬁrdrd9ur. Uy
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k r—3+1 T_Z
_ _ 34, _ _
w—f—rsdr—kfr dr—k_3+1+cte—k—_2+cte

w=—k-—

2/ I’énergie potentielle qui résulte de la force F

F = —grad Ep

9. 19_ —F=——Tt,———"i
gradza'ﬁr+;%‘ﬁ0: ar " rae °

go_2kp, L0Fp
ar ' raoe °
- k_
F=ﬁur
JEp k
ar r3
dEp k
dr 3
dEp = ——dr

Exercice 3

Soit la force F donnée par: F = (x2 + y)i+ (x — y)j

1) Calculer le travail de cette force suivant les chemins :
a) du point O (0,0) au point A (1, 1) en passant par le point B (0,1) .
b) Ladroite (x =y) du point O (0,0) au point A4 (1,1)

'
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¢) La parabole (y = x%) 0 (0,0) au point 4 (1,1)
d) Chemin fermé 0(0,0) - B (0,1) - A(1,1) - C(1,0) - 0(0,0)

y

F 3

0(0,0) €(0,0)
2) Calculer le rotationnel de la force, que peut-on en conclure ?.
3) Déterminer I’énergie potentielle Ep(x, y) sachant que Ep(0,0) = 0
4) Déterminer le travail de F de 0(0,0) - A(1,1) de facon directe.
Exercice 3 Solution
dw = F.dl
F=+y)i+@x-y)J
di = dxi + dyj
dw = ((x2 + )i+ (x— y)f) .(dxt + dyj)

dw = (x* + y)dx + (x — y)dy

Avec
Fizﬁj
ij=71

w=fdw=f(x2+y)dx+(x—y)dy

1
0

w=f(x2+y)dx+f(x—y)dy

a) Suivant le chemin: 0 - B - A
O0-B(x=0-dx=0)
1 1
1
W=J—ydy=—fydy=— S| =3
2 2
0 0 0

'
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B-A(y=1-dy=0)
1

1 1 x31 1
w=f(x2+1)dx=fx2dx+fdx=[El + [x]3 =
0 0 0 0

-+1
3+

4
"3
Wopa = Wop + Wpy
1 4 5
27376
b) Suivant la droit (x = y) : la droite du point O (0,0) au point A (1,1)

Wopa =

y=ax+b

Ay
y = <B>x+b

w=fdw=f(x2+y)dx+(x—y)dy

x=y —=>dx=dy

w=fdw=f(x2+x)dx+(x—x)dx

w=fdw=f(x2+x)dx

1 1 1 371 211
w=|x*+x)dx= | x*dx+ | xdx=|—| +|=| ==+==
3 2 3 2
0 0 0 0

¢) Suivant la parabole (y = x2) 0 (0,0) au point A (1,1)

5
6
y =x%->dy = 2xdx
w= f dw = f(x2 +x%¥)dx + (x — x?)2xdx
w= j 2x%dx + (x — x*)2xdx
w= j 2x%dx + 2x?dx — 2x3dx

w = j4x2dx —2x3dx
1

1 311 471
2 3 X X 4
w=|4x“dx— | 2x°dx ->w=4|—| —-2|—| > w==
3 4 3
0 0 0 0

BN
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41
W=372

5
Y=6
d) Suivant le chemin fermé 0(0,0) - B (0,1) —» A(1,1) - € (1,0) - 0(0,0)

Suivant le chemin: 0 > B - A

WoBa =

Suivant le chemin: 4 - C =- 0
A-C(x=1-dx=0)
0
Wac = f(l—}’)d}’
1

0 0 0 570
o_|Y 1
wac = |(A—y)dy= | dy— | ydy =[yli - |5| =-1+5
1 1 1 1
_ 1
Wyac = 2
C->0(y=0-dy=0)
0
x31°
wco=fx2dx= —l
3
1 1
_ 1
w=73
Wyco = Wac T Weo
_ 1 1_ 5
Waco = 23" "6
5 5
WOBACOZWOBA-l'WACO:g_g:O
2)rot F

rotF(x,y,2) = V /\ F(x,y,2)

i J k

V/\F(_x’y,z)z i i i
dx dy 0z

F, F, F,

F=@2+y)i+x-y)j
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| =l

4 J
V/\ﬁ(x,y,z) = i i

dax ady z
v \Fey.2

Q

x*+y) (x—y) O

a @ a
<6_y —E(x—}’)>— ((')xo__(x +J’)>
(@ a
+k<a(x—y)—@(x2+y)>
V’/\F(x,y,z)=20—jo+ﬁ(1—1)

V/\F(x,y,z) =0
rot F = 0 > F est conservative
3) Déterminer I’énergie potentielle Ep(x, y) sachant que Ep(0,0) =0
F=(?+y)i+(x-y)j
F=-— gradE,

. @ 3%\ - F vy %;
ox |\ Fr=—7-"1——-"]
=714+ —7= ax d
grad axl+6y] K} y
ay
JE,
F=F,1+F,] F,=——=
dx
F=—-—"1-5") =——E
dx ay YT T oy

X
(x* +y)dx = Ep = ———yx + f(3)

x3
Ep:_?_yx'{'f(y)
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3
Gy = 9 (_ ?) G ZI0ICD)
Y= dy dy dy
x—y=-0+x- c?(];—(yy))
_a(f(y)
_d(f(y)
y= d—y

d(f(») = ydy

[ar) = [ yay

2
y
fy) = -5 T4
L’expression du I’énergie potentielle est
X3 y?
Ep = —?—yx+7+A
-En utilisant la condition Ep(0,0) =0 > A =0
%3 y?

Epz—?—yx+7

3) le travail de F de 0(0,0) » A(1,1) de fagon directe.

X3 yz
Epz—?—yx+?
E, —>(x=0,y=0)—>Ep0=0
_ _ 1 B 5
EII,A—>(x—1,y—1)—>EI,A——§—1+E—>EPA_—g
5
Woua _EpA Epo = 0_(—g>
_5
WOA—6

Exercice 4
Soit une force F dérivée d’un champ de potentiel donné par la relation suivante :
U=——e™ "
r

S
Déterminer I’expression de F
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Exercice 4 Solution

ﬁz—gradEp
F=gradU
F=gradU
5 19 ai 7 aU_ 14U _
grad=a Up + ooty = 10 ar " rae
a0
F _au F _6(—Fe‘“r)_<k _ar_l_ka _ar>
T_ar r ar - rze e
k _
_ 19U _16(—76 o) 0
®“ro0 "’ r 86

k
{Fr = ﬁe“"(l + ar)
Fg = 0

F == Frﬁ)r + Fgﬁg

F = r—ze‘“r(l + ar)u,

Exercice 5

Une particule est soumise a une force F :

. X% —y? 322
Fo=—0
. _yP—x*-32°
y= xy?
F _ 6z
L * T xy

1/ démontrer que la force F dérivée d’un champ de potentiel

2/ déterminer ’expression de ce potentiel

'
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Exercice 5 Solution

1 méthode

dF, dF,
dy  dx
2_ 22,2 2_ .2 _ 9,2
d(x y2 32) d(y xZBZ)
X"y Xy
dy - dx
(2y)(x*y) — () —y® —32%) (20 (xy®) - (") (¥* — x* —32°)
(x2y)2 (xy?)?
—2y? x> +y*+322 -2x*—y® +x* +37°
xzyz - (xy2)2
—x? —y? +3z2 —x*—y*+3z?
x2y? - x2y?
dF, dF,
dz dx

a(F=5) ()

x2y __\xy
dz - dx
(=62)(x*y) — (0)(x* — y* —32*) _ (0)(xy) — (3)(62)
(x2y)? (xy)?
—6z -6z
x2y  x2y
dF, dF,
dz dy
2 2 2
y°—x“—3z ) 6z
d ( xy? _ d (xy)
dz ~dy
(=62)(xy*) — (0)(y* —x* —32%) _ (0)(xy) — (x)(62)
(xy?)? (xy)?
—6z -6z
xy?  xy?
‘Z—F; = % ,% = ‘Z: et % = ‘Z—I;z — Laforce F est dérivée d’un champ de potentiel
2°™ Méthode
rotF = 0

rotF(x,y,z) =V /\ F(x,y,2)
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A _(dF, OF,\ _(dF, @F, - (dF, @F,
V/\F(x’y’z)_‘<ay_ﬁ>_’<ax_ az)+k ox  dy

(dF, —x*—y?*+3z7*
dy x2y?
dF, —x*—y*+32°
dx x%y?
dF, -6z
) dz W
dF, -6z
dx x2y
dF, —6z
dz  xy?
dF, -6z

\ dy  xy?

. —6z (—62) L[ —6z (—62)
-t xy?  \xy? J x2y  \x2y

~[—x?—y?+32%2 [(—x*—1y?+3z?
+k x2y2 - x2y?

L (—6z 6z ,(—6z 6z
- (G 515 +55)

xy? ' xy? X%y~ x%y
—[—x% —y%2 +32% + x* + y* — 322
+k< Y Xy )
x2y

V/\F(x,y,z) =70—j0+ kO

V/\F(x,y,z) =0
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F =—gradE,
9 a 2 2
a2 205 |% _’ﬁ:_aipi_ aEp7+ aqu
grad = -—1 ay] = 3y y y
9
0z
( x* —y? — 3272
F, = 5
x°y
2 _ 42 _ 3,2
<Fy:y 2
xy
_ 6z
N * T xy
(r - _ %
=4 - > 7 x ax
F=F,t1+F,j+F,k . JE,
- 0E OE 0E, . > Fy=———
F=——Pij_—Pj4 Pk ¥ oy
dx ady ay ; 9E,
2= =%y

de =j—F dx—>JdE =j— il dx
p * P x2y
de —f 1+y+3z2 d
P y x2 x2y .

1 y 322
EP=]——dx+f—dx —— dx
y x? x2y
gp—_X ¥ 3%,
=Ty x oy fr.2)
OE
F.=——2P
y ay
x y 3z°
yoxt-ap_ I(5-F-5+I0)
xy? dy
y?—-x*-322  x 1 322 0f(y,2)
xy> ¥y x xy? 0y
y:—-x2-322  x* N y* 3z 0f(y,2)
xy?  xy?  xy?  xy? dy
of(y,z)  «° N y? 322 y*—x*-3z%
dy xy? xy? «xy? xy?
[ 105 )
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of0D) _,
ay
La fonction f(y, z) est indépendante de la variable y, donc f(y,z) = f(2)
_ 0E,
z — ay
x y 3z%
6z _6(—;—;—W+f(y,z)>
xy dy

6z 6z 0Jf(y 2)
xy xy o0z
of(y,z) 6z 6z
0z xy xy

S
dz
f(y.z) _ o
T—O—)f(y,z)—A—Cte
x 372
EP=———X——+A
y x Xxy
<x2+y2+322>
EP = — A
Xy

Exercice 6

Un pendule simple est composé d’une masse ponctuelle m liée par un fil inextensible de
longueur 1 et de masse négligeable. On écart la masse ponctuelle d’un angle @ par rapport a

la position d’équilibre, avant de la libérer avec une vitesse initiale v

1/ Trouver I’angle de déviation du pendule par rapport a la verticale.
2/ si en écart masse ponctuelle m avec un angle @ =§ et on lache sans vitesse initiale,

calculer sa vitesse lorsqu’il passe par sa position d’équilibre.
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Exercice 6 Solution
1/ I’angle de déviation du pendule par rapport a la verticale

Ey, = Er;,(Conservation de I’énergie totale)

f

ch + EPf == Eci + EPi
L’état initial (position d’équilibre) est I’origine de I’énergie potentielle Ep; = 0

L’état final (vitesse nulle) E., = 0

i
EPf_ECi
1 2
mgh=zmv0
______ 0 >
e
y =lcosf !
M
____1_____ m
h
‘O—PUO

c050=%—>y=lc050

l=y+h-h=1l-y
h=1- (lcos@)
h=1(1-cosB)
1

mgh = Emv(z,

1
mgl(1 — cos ) = om v3

1 P
COS = Zgl
p_1_20

COS = Zgl
p_1_20

COS = Zgl
[ 197 )
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2/ La vitesse lorsqu’il passe par sa position d’équilibre est :

ch+EPf = Eci+EPi

Ep, =mgh
1

— a2

ch = va

ECf = EPi

1
Emv =mgh

v? =2gh
h=1(1-cos0)
v? =2gl(1 — cos 9)

v=,/2gl(1—-cos@) > v= \/Zgl(l —cosz)

3
, 1
V= 291(1—5)—”7:\/91
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	I.6.Analyse dimensionnelle
	I.6.1.Système international d’unités
	III.2.6. Forces de frottement (friction) statique et cinétique
	Lorsqu’il y a deux objets en contact, il y a du frottement de surface. Par contre, on peut définir deux types de frottement : statique et cinétique.
	 Statique : Force de frottement agissant sur un objet immobile par rapport à la surface de contact.
	 Cinétique : Force de frottement agissant sur un objet en mouvement par rapport à la surface de contact.
	On pose sur une table horizontale un objet de masse m. Si l'objet est au repos, il est soumis à deux forces, son poids ,𝑷. et la réaction de la table ,𝑵. . Ensuite, on tente de le déplacer en appliquant la force horizontale ,𝐹.: une force de frotte...
	Le rôle du frottement statique est d’annuler l’action des autres forces voulant provoquer un mouvement parallèle à la surface de contact jusqu’à une valeur limite ,,𝒇-𝒔.-𝒎𝒂𝒙.:

