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Introduction générale 9

Introduction générale

Les EDSRs réfléchies ont été introduites par El Karoui et al. dans [I] dans
le cas unidimensionnel. Il s’agit de chercher un triplet de processus progressivement
mesurables (Y, Z, K), ou le processus K est non décroissant et tel que

~ Yy =€+ [ f(s,Ys, Zy)ds + KT — Kt — [ Z,dB,,0 <t < T

- Y >25,0<t<T

~ [1 (Y = S))dE; = 0

Ici, S est un processus progressivement mesurable, qui jouera le réle d’'une bar-
riere. Le role du processus K ici est de pousser le processus Y vers le haut pour le
maintenir au-dessus de la barriére S. La derniére condition est connue sous le nom
de condition de Skorohod et garantit que le processus K agit de maniére minimale,
c’est-a-dire seulement lorsque le processus Y atteint la barriére inférieure S. Dans|!]
, les auteurs ont prouvé I'unicité et ’existence a la fois par un argument de point fixe
et par une approximation par pénalisation. Sur la base de ces résultats, Cvitanic
Karatzas ont ensuite introduit dans [2] des EDSRs refléchies avec deux barriéres,
ils cherchent alors une solution & une EDSRR dont la composante Y est forcée de
rester entre deux processus progressivement mesurables L et U(L < U). L’EDSRR
multidimensionnelle réfléchie a été étudié par Gegout-Petit et Pardoux [3|, dans
un domaine convexe et une direction de réflexion normale et dans le cas de réflexion
oblique par Ramasubramanian |!| puis Hu et Tang [5].

Le mémoire présenté est partagé en trois chapitres. Dans le premier chapitre, j’ai
présenté Quelques généralités sur les équations différentielles stochastiques rétro-
grades, ainsi que quelques résultats de recherche concernant ’existence et 'unicité,
j’al résumé quelques résultats concernant le calcul stochastique utils dans la suite
du mémoire.

Dans le chapitre deux, j’ai présenté quelques résultats de recherche trouvés dans
la littérature concernant Les équations différentielles stochastiques rétrogrades ré-
flechies (EDSRR), notamment les EDSRs avec réflexion oblique, EDSRR de type
Volterra ainsi que les équations différentielles stochastiques rétrogrades avec réflexion
oblique et coefficient localement Lipschitzien et le cas de Voltérra a été traité aussi.

Le dernier chapitre de ce mémoire a été consacré aux application sur de ce type
d’équations différentielles stochastiques rétrogrades réfléchies (EDSRR) en finance ;
le probléme du rendement d’un jeu américain, ou recallable, option sous I'incertitude
de Knightian, puis le prix de 'option américaine revisité. On termine ce chapitre par
une application des EDSRR a horizon infini & un probléme de CI. Une conclusion &
la fin du mémoire aura pour objectifs de poser quelques questions perspectives sur

cet axe de recherche.
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Chapitre 1

Quelques généralités sur les
équations différentielles stochastiques

rétrogrades

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter la notion des équations différentielles
stochastiques rétrogrades. EDSR en abrégé ou en anglais BSDE (Backwards stochas-
tics differentials equations) qui sont une nouvelle classe d’équations différentielles

stochastiques.

1.2 Rappels de calcul stochastique

(Q,TF,P) est un espace de probabilité complet.

1.2.1 Généralités

Définition 1.2.1.1. Soit T un ensemble. On appelle processus stochastique indexé
par T et & valeurs dans RY une famille (X;)ier d’applications mesurables de (€2, TF)

(R4, B(RY)) ; pour tout t € T, X;est une variable aléatoire

Définition 1.2.1.2. Un processus X est mesurable si Uapplication (t,w) — Xi(w)
de Ry x Q dans R? est mesurable par rapport aux tribus B(R,) QF et B(R?)

Définition 1.2.1.3. Un processus X est progressivement mesurable par rapport a
F; t >0 si, pour tout t > 0 Uapplication (s,w) — X,(w) de [0,t] xQ dans R?
est mesurable par rapport a B([0,t]) ® F, et B(RY). Un processus progressivement

mesurable est mesurable et adapté. On peut également noter que si X est un processus

mesurable et adapté alors il posseéde une modification progressivement mesurable.

11



12 1.2.2 Mouvement brownien

Définition 1.2.1.4. Un processus X est adapté par rapport & la filtration {F;}i>o
st, pour tout t, X, est F,-mesurable. 1l est inutile de dire qu’un processus est toujours

adapté par rapport a sa filtration naturelle.

1.2.2 Mouvement brownien

Définition 1.2.2.1. On appelle mouvement brownien standard un processus sto-
chastique W a valeurs réelles tel que :
- P—p.sit — Wi(w) est continue.
—pour 0 < s <t , W, — W, est indépendant de la tribu o{W,,u < s} et de loi
gaussienne centrée de variance t — s.
-Wy=0,P—p.s.
Remarque 1.2.2.1. On dit que W est un {Fi};>0-MB si W est un processus

continu, adapté a la filtration {F;}i>o, vérifiant :

u?(t — s)

Vu € R,Y0 < s < t, E(expiu(W; — W,)|F,) = exp{— b

1.2.3 Martingales

Définition 1.2.3.1. Un processus X a valeurs réelles est une surmartingale par
rapport a la filtration {F;}i>0 st :

1. pour tout t > 0, X; est F;-mesurable ;

2. pour tout t > 0, X, est intégrable ;

3. pour 0 < s <t, E(X;|F,) < X, .

X est une sous-martingale lorsque —X est une surmartingale ; X est une mar-

tingale si X est a la fois une surmartingale et une sous-martingale.
Définition 1.2.3.2. Soit X un processus {IF;}i>o-adapté, a trajectoires continues
a droite. On dit que X est une martingale locale s’il existe une suite croissante de
temps d’arrét {7, }n>0 telle que lim, o 7, = +00 P — p.s et, pour tout n, X™ est
une martingale.
Théoréme 1.2.3.1. [3/ Soit X une martingale locale continue. Il existe un unique
processus croissant et continu (X, X), nul en 0, tel que X* —(X, X) soit une mar-
tingale locale.
Théoréme 1.2.3.2. (Les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy)[3] Soit p > 0 un
réel. Il existe deux constantes ¢, et Cp telles que, pour toute martingale locale conti-

nue X, nulle en zéro,

E[(X, X)2?] < E[sup |X,|"] < CpE[(X, X)27]

>0
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Remarque 1.2.3.1. En particulier, st T > 0,

GE[(X, X)2] < E[ sup |X,["] < CpE[(X, X)3]

0<t<T

1.3 Les équations différentielles stochastiques rétro-

grades

Résoudre une EDSR, c’est trouver un couple de processus adapté par rapport
a la filtration du mouvement brownien (By)o<¢<r ,(Y%, Zt)icjo,r) vérifiant I'équation

différentielle stochastique
—dY, =£(t,Y,, Zy)dt — Z,dBy, avee, 0<t<T

avec la condition finale (c’est pour cela que 'on dit rétrograde) Y, = £ ou £ est une
variable alétoire de carré intégrable. Comme les EDS, ces équation étre compris au

sens intégrale i.e.
T T
Yt=§+/ f(s7Ys,Zs)ds—/ 7, dBs,0<t<T
t t

les EDSR ont été intoduites en 1973 par J.-M. Bismut [0] dans le cas ou f est linéaire
par rapport aux variables Y et Z. Il a fallu attendre le début des années 90 le travaile
de E.Pardoux et S. Peng [7] pour avoir le premier résultat d’existence et d’unicité

dans le cas ot f n’est pas linéaire.

1.3.1 Présentation du probléme
1.3.1.1 Structuration de probléme

Soient (2, F, {F;};>0,P) un espace probabilisé filtré et variable alétoire & me-

surable par rapport Fp (£ € Fr). On voudrait résoudre 1'équation différenteille

suivante :
dy;

E = f(Y;f)at € [07 T]a avec, Yr =4§

en imposant que le processus Y soit adapté par rapport a la filtration {F;}:>o .

1.3.1.2 Quelques notations

soient (2, F, P) un espace de probabilité complet et B un MB d—dimensionnel
sur cet espace. On notera {IF; };>¢ la filtration naturelle du MB B. On travaillera avec

deux espaces de processus :



14 1.3.1.2 Quelques notations

1. S*(R¥) : est I'espace vectoriel formé des processus Y, progressivement mesu-

rables, & valeurs dans R”, tels que :

IV [|52 :=E[ sup |Vif*] < o0
0<t<T

et S2(R¥) le sous-espace formé par les processus continus. Deux processus

indistinguables seront toujours identifiés et nous garderons les mémes notations
pour les espaces quotients.

2. M2(RF*4) : est 'espace vectoriel formé par les processus Z, progressivement

mesurables & valeur dans R¥*¢_ tels que :
T
121 = L[ 1ZiIPde < o0
0

o si z € R¥4||2]|? = trace(zz*).M?*(R**?) désigne 1'ensemble des classes

d’équivalence de M?(RF*4)

Les espaces 82,82 et M? sont des espaces de Banach pour les normes définies précé-
demment. Nous désignerons B2 I'espace de Banach S?(R*) x M?(R**4). Dans tout ce
chapiter, nous donnons une application aléatoire f est définie sur [0, T]x Q x R* x R¥*d
valeurs dans R*, telle que, pour tout (y, z) € R¥ x R¥*? le processus {f(¢,y, 2) }o<i<r
soit progessivement mesurable. On considére également une variable aléatoire &, me-
surable par rapport a Fy (Fp — mesurable) et a valeurs dans R¥. Dans ce contexte,
on veut résoudre ’équation différenteille stochastique rétrograde (EDSR en abrégé

) suivante :
_d}/; = f(tu Ytu Zt)dt - thBt7 0 S t S T7 YT - 5

ou, de fagon équivalente, sous forme intégrale

T T
Yt=5+/ f(r,m,zndr—/ Z,dB,0<t<T (11)
t t

La fonction f s’appelle générateur de I’ EDSR et ¢ la condition terminale. Sans plus

tarder, précisons ce que I'on entend par solution de I’ EDSR (3.1).

Définition 1.3.1.1. Une solution de I’ EDSR (5.1) est un couple de processus
{(Y;ta Zt)}ogth vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables a valeurs respectivement dans RF et

kxd.
R4



1.3.2 Le cas lipschitz 15

2. P ps. [T{IE(n Vs, Z) + |1 Z,)P}dr < o0 ;

3. P—ps;ona:

T T
Yt:£+/ f(r,}/;,Zr)dr—/ Z,dB,,0 <t <T.
t t

1.3.2 Le cas lipschitz
1.3.2.1 Le résultat de Pardoux-Peng

C’est le premier résultat d’existence et d’unicité pour les EDSR dans le cas ot
le générateur est non-linéaire.
Voici les hypotheéses lesquelles nous allons travailler.
Il existe une constante \ telle que P — p.s.,

— condition d’intégrabilité :
T
E[|¢? —i—/ f(r,0,0)|%dr] < oo
0

commengons par le cas simple ol f ne dépend ni de y ni de z i.e. On se donne &

de carré intégrable et un processus {F; }o<;<7 dans M?(R¥) et on veut trouver
une solution de I’ EDSR

T T
Yt:§+/ Frdr—/ Z,dB,,0<t<T
t t

— condition de Lipschitz en (Y, z) : pour tout t,y,v/, 2, 2/
£(t,y,2) — £ty ) < Aly — /| + ||z = 2])

1.3.2.2 Le role de Z

Nous allons voir que le réle de Z, plus précisément celui du terme ftT Z.dB,

est le rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul.

Proposition 1.3.1. [7] Soit(Y, Z) la solution de I’EDSR (3.1) et soit T un temps
d’arrét magjoré par T. On suppose, que & est Fr —mesurable et que £(t,y,z) =0 dés
quet>T AlorsY; =Y\, et Z; =0sit>T1

Preuve 1.3.2.2.1. Soitt € [0,T]. On a P — p.s.,

T T
Yt:§+/ f(r,ﬁ,ZT)dr—/ Z.dB,
t t
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1.3.2.2 Le role de Z

Sit <& alorst A1 et donc Yin, =Y;. Soit a présent t > 7 alors

On a alors

et par suite

Ce qui donne

et finalement

stt >,

ce qui termine la preuve. Notons que dans le cas ou & et f sont déterministes alors

T T
=5+/ f(r,Yr,ZT)dr—/ Z,dB,

=£—/TTZrdIBT
Y, = E(€JE,) = ¢
/TTZTd]BTIO

E|( / zrdzasrﬂ:m/ 12,2 = 0

T

ZT 1t27 - O

T T
YT = Y;ﬁ + / f(?“, Y;’a Zr)dr - / ZrdBr = Y;f

Z et nul et'Y est la solution de I’équation différentielle

dY;

E:f(taﬁvo)a YTZS



Chapitre 2

Les équations différentielles

stochastiques rétrogrades réfléchies
(EDSR)

2.1 EDSRR avec réflexion oblique

Soit W = {W(t) = (Wy(t),..., Wy(t)) : t > 0} le mouvement Brownien stan-
dard de dimension d défini sur 'espace probabilisé filtré complet (2, F, P, {F;}) ou
{F,} désigne la filtration naturelle engendrée par W, Fy contenant tous les sous en-

sembles de mesure P-nulle.

Soit G = {x € RY: 2; > 0,1 <i < d} 'orthant positif de R%e "EDSRR

Remarque 2.1.1. Un orthant ou hypéroctant est l’analogue dans l’espace euclidien

a n dimensions d’un quadrant dans le plan ou d’un octant en trois dimensions.

Yi(t) = &/t (5,Y (s))ds— Z/ 3 (8)dW,;+K,(T +Z/ rii(s,Y (s))dK;(s)

J#i
(2.1)

avec les hypothéses liées a ses données (£, b, R). La valeur terminale £ est une variable

aléatoire bornée et a valeurs dans G, Fr — mesurable.

2.2 EDSRR de type Volterra

o , e . . _ 2.,
Considérons I'espace probabilisé filtré complet précédent, D ={(¢,s) € R%;0 <
t < s <T} et P laoc-algebre des Fy, s — progressivement mesurables sous ensembles

de 2 x D. On désigne par M2(t, T; R¥) (resp.M?*(D; R¥*?)), 'ensemble des processus

17



18 2.2 EDSRR de type Volterra

valeurs dans R (resp.dansR¥*?) Fy,, — progressiveness mesurables et de carré

intégrables par rapport P® A; ® Ay , A étant la mesure de Lebesgue sur [O, 7. | X|
représente la norme Eucludienne de X¢RF et |V = /Tr(YY*) celle de Y € R**¢

consideré comme une k X d matrice. Pour terminer énoncons les hypothéses liées aux

données (&, f, g) de I’équation

E=Y(t) +/t f(t,s,Y(s), Z(t,s))ds +/t [g(t,s,Y(s))+ Z(t,s)|dW(s) (2.2)

(By) f:QxDxRFxR> — R et P ® B/Bjxq mesurable et satisfait

- f(.,.,0,0) € M?*(D;RF)

— il existe une constante K telle que |f(t,s,y,2) — f(t,s,¢,2)] < K(ly — | +

|z —2'|),Vy € RF ¢/ € RF, 2 € RF 2/ € RF*4.

(By) g:QxDxRFx — R¥*? et P @ B/Byxa mesurable et satisfait

- g(.,-,0,0) € M*(D; RF*)

gt s,9) —g(ts,9) < K(ly —y']), ¥y € R¥,y/ € R,
(B3) € est un vecteur aléatoire K-dimensionelle de carrée intégrable Fr-mesurable.
Remarque 2.2.1. Les hypotheéses (By) - (By) impliquent que siY € M?*(t, T; R¥)etZ €
M?(D; R¥™%) alors f(.,.,Y(.),Z(.,.)) €€ M*(D;RF) et g(.,.,Y(.)) € M*(D; R¥*9).
Définition 2.2.1. La paire {(Y(s), Z(t,s)); (t,s) € D} de processus Fys-adapté
valeur dans R* x R¥*? est solution de ’EDSRR (3.2) associée (&, f,q) s’il existe un

vecteur aléatoire £, F'r — mesurable et de carré intégrable tel que (5.2) soit satisfait.

Lemme 2.2.1. Les hypothéses (B1) — (B3) étant vérifiées et (Y (s), Z(t, s)) solution
de 'EDSRR (3.2) associée a (&, f,9);

E\Y(t)]2+/t 1Z(t,5)[2ds
— Ej¢| - 2E / (f(t, .Y (s), Z(t,5)). Y (s))ds
IR /t F(t 5, Y (5), Z(L, 5)), A(t, s)ds

2B [ o(t 5.V (). Z(05))ds —E [ lo(ts.us) s
Oil
Alt, s) :/ (f(s,u,Y(u), Z(s,u)) — f(t,u,Y(u), Z(t,u)))du.
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Théoréme 2.2.1. [8] Supposons que hypothéses (B1) — (Bs) sont satisfaites alors
il existe une unique paire (Y (s), Z(t,s)) € M?(t, T; RF) x M?(D; RF*?) solution de
UEDSRR (3.2) associée a (&, f,g).

2.3 Equations différentielles stochastiques rétrogrades
avec réflexion oblique et coefficient localement

Lipschitzien

2.3.1 Hypothéses et formulation du probléme

On considére ’équation

Yi(t) = g,/t (5, Y (s5))ds— Z/ 4 (8)dW, 4+ K, (T +2/ ri(s, Y (s))dK;(s)

J#i
(2.3)
associée aux données (£, b, R) sous les hypothéses (A1) La valeur terminale £ est une
variable aléatoire bornée et & valeurs dans G Fp-mesurable. (Ay) b : [0, T]xQxR? —
R? est une fonction bornée mesurable telle que
1. pour tout y € REb(.,.,y) = (bi(., ), ..., ba(.,.,y)) est un processus Frp-
prévisible ;
2. pour tout 1 < i < d, y — b;(t,w,y) est localement Lipschitzienne uniformé-
ment en (t,w) et il existe une constante f; telle que |b;(t,w, y)| < G;.
(A3) R:[0,7] x Q x RY — My(R) est une fonction bornée mesurable telle que
— pour tout y € RY,R(.,.,y)= (ri;(.,-,y))1<ij<a est un processus Fp-prévisible
avec 7;;(.,.,y) =1
— pour tout 1 < 4,5 < dyy — r;;(t,w,y) est uniformément lipschitzienne en
(t,w)et pour i # j |ri;(t,w,y)| < v, ot V = (v5) est une matrice telle que
vij =0,0(V)<let(I-V) ' =I+V+V*+..+..;0(V) désignant le rayon
le rayon spectral de V.

Soient (Y, K) ,(Y, K) éléments de H, alors
A~ T A
oK — ) = / Di(s) — Dys)|
t

et une intégration par partie permettant d’avoir

AV K), (7, R)) = B / exp (B[ Yi(t) — V(1) dt)
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d T ex — ~
(Y /0 %aﬂDi(t) — Byt))de)

— / exp(81) Y (£) — V(1) dt)

v [ P20 - Do,

ol pour tout y € R, |ly|| = Zj a;|y;|. D’autre part pour tout z € My(R), on pose
d d
20l =0 ailzy )
=1 i=1

J

et on considére H 'espace de tous les processus Z = (Z;;)1<i j<q Fi-progressivement

mesurables tels que
T
B[ 111Z)]Pde) < +oc
0
muni de la norme
T
ZI=B([ lZ@Par
0
Il est claire que H est un espace de Banach. On a le résultat principal suivant

Théoréme 2.3.1.1. [8] Les hypothéses (A1) — (As) étant vérifiées, ’EDSR a ré-
fezion oblique associée & (£,b,R) admet une solution unique ((Y,K),Z) € H x H.

Preuve 2.3.1. Les lemmes suivants sont nécessaires a la preuve du Théoréeme 2.3.1.1

Lemme 2.3.1.1. b étant un processus vérifiant [’hypothéses (As), il existe une suite
de processus b" Lipschitziens satisfaisant b} (t,w,y)| < B;,V1 <i < d et (t,w,y) €

0,T] x wx R? telle que pour tout p,p,(b™ —b) — 0 p.s lorsque n — +00, ol

olf) = E( / exp(0s) sup || f(s, 2)]|ds)

|z|<p

Démonstration : Soit {,une suite de fonctions réguliéres a support dans la boule
B(0,n+1) telle que sup b, = 1. On montre aisément que la suite (b"),>1 de fonctions
tronquées définies par b™ = i, vérifie toutes les propriétés citées précédamment.
D’aprés le théoreme 2.2.4, ’EDSR a réflexion oblique associée a (€,0™, R) admet une
solution unique {(Y"™(t), K"(t)), Z"(t)): 0 <t < T} € H x H.
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Lemme 2.3.1.2. Les hypotheéses (A1) —(Ajs) étant satisfaites, il existe une constante

C telle que pour tout n > 1

T exp(0t) —

E(/O exp<et>||Y“<t>udt>+E</o ool <c (2a)

Démonstration : Le triplet (Y, K" Z™) étant I'unique solution de 'EDSR a

réflexion oblique associée a (§,0", R), il vérifie I’équation
T T d T
Yr(t) = &+ / b (s, Y"(s))ds— / > Z(s)dB+ KN T)—+ K () +) / rii(s,Y™(s))dK(s)
i b= it Ut
V1<i<deto<t<T

La proposition et une intégration par partie, entrainent

E( / B exp(81) Y ()] de) + E / b exp(01) i (K1) )

T

~B( [ pesp@ly (0l + B[ (exp(or) 11D ()it
< B((exp(O7) = 1)6l) + B[ (exp(8r) = DY ()l
YRR AN LACIS

JF

Or |ry(t, w,y)| < vy, bj(t,w,y)| < Bijy | D;(t,w,y)| < ((I—V)v);; par conséquent

ol / 0 exp(68)|Y7" (1) dt) + E / 0 exp(01)ou(K7)dr)

< E((exp(6T) — 1)[&]) + E(/O (exp(6t) — 1)B:dt)

+E( / (exp(6t) — 1)'S vy (1 — V) '8)d1) (2.5)

J#

comme

Texp(0t) — 1

d((Y", K"),(0,0)) = E(/O exp(0t)[|Y™ (¢)|dt) + E(/O 7

1D ()] dt)
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en multipliant les deux membres de (3.7) par a; et en sommant on a

0d((Y", K™), 0,0)) < E(Y_(exp(0T) = Daféi]) + E(Y / (exp(0t) — D)ayfudt)

i=1

d

B[ (expl00) = 1) D0 3w (= V) By

i=1 j#i

En vertue de la remarque 1.1.1 on a

d

d T
0d((Y", K),(0,0)) <ED_(exp(6T) — Da;l&]) + E(Z/O (exp(6) — 1)a;f;dt)

=1

< (exp(0T) — 1)EJ|]]

(81 + all(T - V) B)) / (exp(6) — 1)dt

<C.

2.4 Equations différentielles stochastiques rétrogrades
de type voltérra avec drift localement lipschit-

zien

2.4.1 Formulation du probléme et Hypothéses

Considérons 1’équation

+ /t F(t,5,Y (5), Z(1, 8))ds + /t (5, Y () + Z(t, )| dW(s)  (2.6)

associées aux données (€, f, g) sous les hypothéses (By)' f : Qx D x RF x RF*¢ — RF
est P ® By /Brxq mesurable et satisfait

(i) f(.,.,0,0) € M*(D;RF)

(ii) il existe deux constantes K > O(suffisament grand) et 0 < o < 11 telles que
|f(t s, y,2)] < K(1+ [y| + |2])*, P-presque tout (¢,s) € D,
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(iii) pour tout N € N il existe une constante Ly > 0 telle que, |f(¢,s,y,2) —
ft, s,y 2 < Lnly =y |+ K|z =2, V]y| < N, [y| < N z € R, 2" € R¥*4,

avec K la constante du (i1).
(By) g: Q x D x RF — R¥*? est P ® By,/Byxa mesurable et satisfait
(i) g(.,.,0,0) € M*(D; R**4)

(ii) |g(t,s,y) —g(t,s,y)| < Kly —¢'], Vy,y € R,

(B3) & est un vecteur aléatoire K-dirnensionelle de carrée intégrable Fpr-mesurable.

2.4.2 Existence et unicité de la solution

Lemme 2.4.2.1. f étant un processus vérifiant (By)', il existe une suite de processus(f,)n

telle que pour tout n, f, est P @ By @ Byxa/Br mesurable, lipschitzien et satisfait
(Byi) — (Byii) et pn(fu — f) — 0 lorsque n — +oo pour tout N > 1 fizé, o

pn(f) = E(/D sup  |f(t, sy, 2)|2d\(t, 3))%

ly|<N,|z|<N

Démonstration :Considérons 1, une suite de fonctions assez réguliére a support
dans la boule B(0,n + 1) telle que ¢, = 1 sur la boule B(0,n) etsupt, = 1.
On montre aisément que la suite (f,),>1 de fonctions tronquées définies par f,, =
f1n, satisfait toutes les propriétés précédentes. (f,),>1 étant la suite associée a
f par le Lemme 3.2.1, le théoréme 1.2.1 montre que 'EDSRR de type Voltérra
associée a (&, fn, g) admet une solution unique (Y, (s), Z,(t,s) : (t,s) € D) élément
de M2(t, T; RF) x M?(D; RF*9).

Lemme 2.4.2.2. Supposons les hypothéses (By) — (Bs) satisfaites, alors il existe
une constante C' > 0, dépendant de K,T et & telle que pour tout n > 1

T T T
1
E/ Y, (s)ds + E/ ds/ | Z(s,u)]Pdu < CNt € [T —n,T),on < K2 (2.7)
t t S

Théoréme 2.4.2.1. [5] Si les hypotheses (By) — (Bs) sont vérifices et

1

. 2 —
I Gr T SR AT =0 29

alors 'EDSR de type Voltérra associée a (€, f, g) admet une solution unique {(Y (s), Z(t, s)) :
(t,s) € D} élément de M>*(t, T;R*) x M?(D;RF*9).
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Remarque 2.4.2.1. La condition (2.8) reste valable s’il existe une constante L > 0,
telle que
(2Lx +2L3)T < L+ (1 —a)log N.

Preuve

— Unicité
Supposons {(Y(s), Z(t,s)) : (t,s) € D} et {(Y'(s),Z'(t,s)) : (t,s) € D}
deux solutions de 'EDSRR de type Voltérra associée a (&, f,g) et AY (s) =
Y(s)=Y'(s), AZ(s,u) = Z(s,u)—Z'(s,u), Af(s,u) = f(s,u,Y(u), Z(s,u))—
f(s,u, Y'(u), Z'(s,u)), Ag(s,u) = g(s,u, Y (u)) — g(s,u,Y'(u)). Dans la suite
C est une constante positive dépendant uniquement de K, T, et £, qui pourra

varier de ligne en ligne. Comme (AY (s), AZ(s,u) vérifie I'équation

T T
AY (s) +/ Af(s,u)du+ / [Ag(s,u) + AZ(s,u)|dW, =0,
le Lemme 1.2.1 montre que

E|AY (s) + / AZ(s,u)?

S

_ 9K /j(Af(s,u), AY (u))du — 2 /ST<Af(s,u),A(s,u)>du
IR / *(Ag(s. u). AZ(s, u))du — —2E / " | Ag(s ) Pdu
<28 [ 11 IAY (| (Lav510) + L s, )
12K /ST A F (s, ) | A(5,10)| (Lax (5, 0) + Lgn (5. 20)) s

T
<28 [ 8g(s. 0], |AZ (5,0
=Ji+Je+J3+Js+J5 (2.9)
ou .,
A(s, ) :/ (Af(u,v) — Af(s,v))dv
AN = {(w, s,u) € Ax Dy, |Y(s)| + |Z(s,u)| + [Y'(u)| + 2" (s, u)] > N}

et
AV =qxDp)\AY
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Les hypothéses (B;)" — (B3), I'inégalité de Holder et celle de Young donnent

T
J = 2]E/ IAf(s,u)||AY (u)|1 4~ (s, u)du

< E/T |AY (u)[*du + E/T IAf(s,u)|*1 v (s, u)du
T
<E / AY () [2du
T
+4KE/ (L4 Y (s)| +1Z (s, )| + [Y'(w)] + 12 (s,u)])** L aw (s, u)du
T
I :2IE/ AF (s, W)|AY ()] Ly (5, u)du
T
< QE/ (Ln|AY (u)? + K|AZ (s, u)])|AY (u) |14 (s, u)du
T K T
< (2Ly +51)/ |AY (u)[*du + B_E/ |AZ (s, u)|*du, (2.10)
s 1 s

T
3 :21@/ AF (s u)||AA(s, 1) [1an (5, 1) du

T T
< ]E/ |Af(s,u)|21AN(s,u)du—|—E/ |AA(s, u)|*du
=L +1I

3, :21@/5 IAF (s, )| AA(s, ) [1px (5, u)du
< 2]E/ (LAY ()] + K|AZ(s,u) )|AY (1) [ 1on (s, u)du

T T K T
< L?VE/ |AY (u) *du + (B2 + 1)E/ |AA(s, u)|[*du + B—E/ |AZ (u)Pdu
s s 1 s

et

T
3 =28 [ Ag(s,0)|[AZ(s, )
T 1 T
< @3E/ ]Ag(s,u)|2du+B—]E/ AZ (s, u)[2du
s 3 s

T 2 T
gﬁgE/s |AY(u)|2du+%E/s AZ(s, u)|2du (2.11)
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Ensuite I'inégalité de, Holder celle de Chebychev et le Lemme 2.4.2.2 en-

trainent

T
C
2
J1 S E/S |AY(U)| du+ m (212)

D’autre part I'inégalité de Chebychev, les hypotheses (B;)" — (Bs) prouvent

que
T
I < 4K2E/ L+ Y ()] + |Z(s, )| + Y ()| + 2 (s,u)])**Lax (s, u)du

< C
- N2(1-«)

et

T
L < 7721@/ A (5,10) P(Law (5. 0) + 1on (5, u))

T T
+2E/ (T—u)du/ |Af(u,0) [P (1 aw (u,0) + 1gn (u,v))do
T
< 4P K°TL < 4K2]E/ (LY (@) [+ Z (s, w) |+ Y (w)[+12" (5, u) ) ** Lan (5, u)du
T T
4n*LYE / |AY (u)|*du + 4n* K*E / |AZ(s,u)|*du

+8K2E/ (T—u)du/ (1Y (0) |+ Z (u, ) [+]Y (0) |+ Z (w, )] )** L g (0, v)dv

T T
+4K2TE/ du/ |AZ (u,v)|*dv;

alors
T T
J; < 4L?V772E/ |AY (u)Pdu + 2772K2E/ |AZ(s,u)*du
1 2 C T T
LU et [ du [ 1AZ (0 0) P (2.13)
N2(1-a) s "
et

T
Ty < [4(B + D + 1JILE / AY () [2du

1 T
+[4(B2 + Dn? + —]KQE/ |AZ(s,u)|*du
62 s

T T
+4(62+1)K2TE/ (/ AZ(0)Pdv) + (B + Dy (214)
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Les inégalités (3.11)(3.15) étant mises dans (3.10), on obetient en intégrant de

tarT
T T T
E/ |AY(3)|2ds+/ dsE/ \AZ(s,u)|2du
t ¢ ¢

T T
G+QLN+6¢M@+Qﬁf+HL%+BQE/ndi/|AY@MMU

1 1 1
(51+E+E+4+(5Q+2 KQE/ ds/ |AZ(s,u)|]*du

1 2 T T T
+%+(4+(52+2>K2TE/ ds/ du/ |AZ (s, u)]*)dv
t s u

Etant donné 3; = By = B33 = 8K?2, il existe K; et C' deux constantes telles que

C
e )exp(Klt)
(2.15)

//\AY )P dudsetV (t) //\AZsu\duds

L’intégration dans [t, T de chaque membre de (3.16) et I'inégalité de Gronwall

—%(exp(Klt)U(t))—l—% exp(K )V (t) < Kg/t exp(K;s)V (s)ds+

impliquent

T
C

/t exp(Kis)V (s)ds < Ly + 23 N0 exp[(2Ly + 2L3)T]

N

Le passage a la limite en N implique que Y'(s) = Y'(s) et Z(t,s) = Z'(t, s)
pour presque tout (¢,s) € [T —n,T| x [t,T]. Lorsque t € [T — 2n,T — n], on

répéte la méme démarche avec 1’'équation
T—n T—n
AY (s) + / Af(s,u)du+ / [Ag(s,u) + AZ(s,u)]dW, =0
Ainsi de proche en proche on a 'unicité de TEDSRR de type Voltérra associée
aux données (&, f, g)

— Existence
Pour tout n,m € N* et (t,s) € D,, on a

Hn@%ﬂ%@P+E[’Zﬁ£%%ﬁﬁW%

= 2E/t (fu(t,s,Yn(8), Zn(t,8)) — fn(t, 8, Y (8), Zm(t, s)), Ya(s) — Yiu(s))ds
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9R / (ot 5, Y1), Zo(t,)) — fnlts 5, Yin(5)s Zon(t, 8)): Bt 5))ds
ngwwﬁn@ywwﬁmﬁmamg—%@w@
B / 90(t,5, Y(5)) — gun( 5, Yin(s))Pds
< 9E / Falts8,Y(5), Za(t9)) — Fnlts 5, Yin(5), Zon (b, 8))][Y(s) — Yin(s)]
x(1an (t,5) + 12711’71 (t,s))ds
+2E/t |fult, s, Y0(s), Zn(t, s)) — fnlt, s, Ym(s), Zim(t, $))||Bnm(t, s)]
X(Lay (L, s)+ IZ,JYW (t,s))ds

—|—2E/t lgn(t, 3, Yn(3)) — gm(t, s, Y ()| Zn(t, s) — Zn(t, s)|ds

:J1+J2+J3+J4+J5 (216)

ou

B,,.(t,s) :/ (fu(s,u, Yo (w), Zn(s,u)) — fi(t, s, Y (u), Zn(s,u)))du

—/T(fn(t,u,Yn(u),Zn(t, w)) = fo(t,u, Y (w), Zp(t,u)))du
AN = {(w,t,8) € X Dy, [Ya(9) + [ Zu(t, )| + [Yin(8)] + [ Zin(t, 5)] > N}
Zz,n = Q X DU\Ag,n

De la méme maniére que dans la preuve de 'unicité on a

J = QE/t | fo(ts 8, Y0 (), Zu(t, 8))— fin(t, 8, Yi(s), Zm(t, $))||Yn(s)=Yin(s)|x1ax (¢, s)ds

< E/tT 1Y, (5) — Yiu(s)|?ds + (2.17)

2(1—a)

T
b:m[uwmﬂm@—m@m%@ms

m,n

< 2E/t |(fn = St 8, Yn(5), Zn(t, ))[[Yn(s) = Yin(s)[1gn (L, 5)ds
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28 [ SIVa) = Yol Ly (9

+2E/t |(fin = ) 8, You(5), Zin (8 $))|[Ya(s) = Yin(s)[Lgx (2, 5)ds

=L+L+1

ol

Som(t,s) = fult, $,Ya(s), Zu(t, s)) = f(t, s, Yiu(s), Zm(t, 5))
f(t7 8) = f(t7 S7Yn(s)7 Zn(t7 8)) - f(tv S, Ym{s)v Zm(t’ 8))

T
J3 = QE/t | [ty 8, Yn(8), Zu(t, 8)) = fin(Ls 8, Yin (), Zn(t, $))||Brm(t, s)[Laxy (¢, s)ds
gE[|nm&xw»m@wwammanwmmwwm%ﬂxaww

T
+E / By (t, 5)ds
t
=L +1Is
T
3, = 2E/ ol ,Ya(5), Zn(t ) = fonlts 5, Yin(5)s Zon(t, )| B2, 5)]
t

X1y (t,8)ds

m,n

§2Elluz—ﬁ@ﬁﬂuﬁi%@$ﬂmmdt@

Xlzﬁ,n(t, s)ds

+2E/t |fult, s, Yn(s), Zn(t,s)) — finlt, s, Yi(s), Zin(t, $))||Bnm(t, s)]

X ]_ZN (t,s)ds

m,n

F2B [ (= 05 Yi5) Zonts ) B (8,9)]

x1ov (t,s)ds
<]E/ (o — )t 5. Ya(8), Zult, )P L (1, 5)ds

—HE/ |(fro — [)(t, 8, Yi(5), Zm (t,s))|21227n(t, s)ds
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T T
HRE [ W6 (o) s+ (2 +3) [ (B (t.5)lds

K2 T
L) / \Zo(t, 5) 2ot )|2ds
B2 Jy

et

2

Jyng/qng@n%@nMs+%}E/TMALQZAa@Fw (2.18)

3

Sachant que

T
L <E / 1Y, (5)Yin () s
t

/| 1), Yal5). Zult. ) Ly (2, )ds
T
bg@m+&m/\m( \%+—E/\Z (s)|%ds
et
T 2
I E Y. (s)Y,, d
V< [ VPl
T
VE [ (= D51 Y(5) Znlt )Ly (0:5)ds
on a

L(2Ly + 6 + 1)E / U ()Y (5) s
+E/ |(fo — F)(t, 8, Yn(s), Zn(t, S))|21Zﬁ,n(t’ s)ds
VB [ = 110053 (5) it Py (15

—l——E/ | Z,(8,1) Zyn (5, 1) [P du (2.19)

D’autre part I'inégalité de, Ralder celle de Chebychev, le Lemme 2.4.2.1

entrainent
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et

Iy < o 43078 [ 1 = )65, 7506), 2l )

2(1—a)

X 1251,” (t,s)du

13PE / (o = £)(t25. Yin(3), Zun(t, 8)) 2

X 1Zﬁ,n (t,s)du

16E / (T - s)dsE / (o= £) (52, Y1), Zu(s, 0)

X 1v (s w)du
+6IE/ s dsE/ P = F) (5,10, Yo (1), Zon(5, 1)) 2
X1 Zn(s,u)du
+120° L3 E / Y, ()Y, (s )]st+6n2K2E/ | Zn(t,8) Zpn(t, s)|ds

T T
—|—12K2TE/ ds—i—E/ | Z (3, ) Zyn (5, u) [P du;

t

ce qui permet d’avoir

B o B 1 [ (= Dt Y00 )
xlzgm(t,s)ds
3B+ 3+ 1 / o = )t 5, Yals), Zults )P
x1- N (t S)d
6(32 + 3)E / -5 ds]E/ |(fn (s, u, Yo(u), Z(s,u))f?
X1y (s,u)du

m,n

6(8, + 3)E / s dsE/ Fon = F) (5,10, Yo (1), Zon(, 1)) ?
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xlzzn(s,u)du
T
1208 + 3P + 1 L%4E / 1Y, (5)Yin(5) s
1 T
16(82 + 3)7 + ~]K°E / \Za(t, 5) Zon(t, )|2ds
52 t

T T
12(52 + 3)K2TIE/ ds + E/ | Z,(5,1) Zyn (5, u) | du (2.20)

t

Les inégalités (3.18)-(3.21) mises dans (3.18) donnent
T
M%@—nﬂW+E/|%@@%ﬁﬁW%
t
T
< (34 1+ B+ 2Ly + [L+12(5 + 4)7] LY )E / V()Y (s)|ds
t
11 1 o o [ )
(—4+ =4+ —=+6B+4)°)K’E | |Z,.(t,8)Zn(t,s)|?ds
61 52 B3 t
+2E/ [(fu — F)(t, 8, Yn(s), Zu(t, 5))|?

X1Zﬁ,n(t’ s)ds

+2E/ s ds]E/ (o — (5, Yn(5), Zon(E, 5))
><]_AN (t S)d
606 + 8 (1 i [ 105, = )(s0.%,0). 2,0,

X1 (s w)du

+6(52 + 4)E / -5 duE/ |(fm (5,1, Yin(u), Zm(s,u))]?

X1y (s,u)du

m,n

T T
12(52+4)K2TE/ ds—l—E/ | Z (8, ) Zpn (5, u) |Pdu

t

(1+7%)

N2(1—a)



2.4.2 Existence et unicité de la solution 33

Si on choisit 8; = By = 83 = 8K? alors il existe deux constantes K; et C

dépendant uniquement de K, 7T et &, telles que

dtd (exp(Kl )U (t)) + %exp(Kls)Vm,n(s)

< QEexp(Kls)/ |(fn = f)(5,u, Yo (u), Zn(s,u))|2

X 12517” (s,u)du

+2E exp(K7s) / |(frn — f)(s,u, Yo (), Zm(sau))|2

X1y (s,u)du

m,n

6(8K2+4)E/t (T—s)duE/ |(fu — F)(s,u, Yo(u), Z,(s,u))|?

X 125“1 (s,u)du

6(8K2+4)E/ s duE/ (o = F) (5,10, Yon (1), Zon(5, 1)) 2

X 1Zﬁ,n (s,u)du

T
12(8K? + 4) KT / exp (K1) Vi n(s)ds + ep(Kys)  (2.21)
t

2(1—a)

ou
T
Upnon(t) :]E/ Y, (8) Yo (5)|2dset Vi (1) / | Z,(t,8) Zyn(t, 8)|*ds
L’intégration de chaque membre de (3.22) dans [t, 77] implique
1 /T
exp(K1t)Upn(t) + 5/ exp(K18) Vi n(s)ds
t

< (243K + 9)n)[px(fu = £) + o (f™ = )l exp(KiT)

T T
+12(8K? + 4)K2T/ ds/ exp(K718) Vi n(u)du
t s

m exp(KlT)
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et I'inégalité de Gronwall donne

LT exp(Kls)Vm,n(s)ds < (K[p?v(fn — f) + p?v(fm _ f)] GXp(KlT)
+ erwe=sr exP(IGT)) exp(K,T),

(2.22)
Ky et K3 étant des constantes dépendant uniquement de K, T &. Le passage

a la limite sucessivement en n, m et N entraine grace a la condition (3.22)
T
/ exp(K18) Vi n(s)ds — 0etU,, »(t) — 0. (2.23)
t

Par conséquent la suite (Y,,, Z,)nen est de Cauchy dans I'espace de Banach
M?([t, T]; RF) x M?([T —n, T x [t, T]; R¥*4) et admet une limite (Y (t), Z(t, s))
€ M%([t, T); R¥) x M?([T —n,T] x [t, T]; R¥*?). D’autre part

E/t ds/ (s, Yo (), Za(s,0)) — F (5,0, Y (5), Z (s, u)) P

SE/t ds/ | (5,0, Yo (), Zy(s,u)) — f(s,u,Y(s), Z(s,u))|*du

X]_Ag

+2E/t ds/ (= F)(501, Y1), Zo(5, 1)) 2

X 1271;1 du

+2E/t ds/ (s, Yo (1), Za(s,0)) — F(s,u, Y (u), Z(s, u))?

Xlzﬁfdu
¢ 2 2 ’ 2
< N2(1-a) +2o5(f — fn) +4LYVE Ya(s) = Y(s)|°ds
t

+4K2E/Tds/T|Zn(s,u) ~ Z(s,u)2du
ol
AN = {(w,t,8) € A x Dy, 1+ Y (u)| + | Z(s,u)| + [Yn(u)| + | Zu(s,u)| > N}
AN = x D,\AY

Les résultats précédents prouvent que
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E/t ds/ | fu(s,u, Yo (u), Zo(s,u)) — f(s,u,Y (u), Z(s,u))|*du — 0

n, N = 400

(Y, Z) est solution de FEDSRR de type Voltérra. Ensuite Y (T — ) étant une

variable aléatoire unique, 1’équation

Yn(t)+/t ; fult, s, Yn(s), Zu(t, s))ds+/t _n[g(t, $, Yo (8)+Z,(t, s)]dW (s) =Y (T—n).

(2.24)
admet une solution unique (Y, Z,) € M?([T'—2n, T —n]; RF) x M?([T—2n, T —
n] % [t, T —n]; R**?). On montre que (Y, Z,) est de cauchy et sa limite (Y, Z)
est I'unique solution de 'EDSRR de type Voltérra

Y(t)—i—/t K f(t,s,Y(s),Z(t,s))ds—l—/t 7n[g(t,5,Y(s))+Z(t,s)]dW(s) =Y (T—n).

En continuant cette procédure on prouve 'existence pour tout (t,s) € D.

2.4.3 Propriété de stabilité

Cette section prouve la stabilité des solutions des EDSRR de type Voltérra sous
la condition de drift localement lipschitzien. Pour cela, on considére (&,, fn, gn)nen

une suite de processus respectant les hypothéses précédentes, (By)

(1) on(fu—fo) =0

(i) 7(gn —g0) = 0

(iii) E|¢, — &)2 =0

our (g, — go) = E(Jp, sup 9a(t,5,5) — go(t, 5,y)|Pdsdt)? et (V,,(t), Zy(t, s)) Punique

solution de 'EDSRR de type Voltérra qui lui est associée.

Théoréme 2.4.3.1. Supposons les hypothéses (By)—(By) et (2.8) satisfaites ; quand
n — +00
(Ya(s), Zu(t, s)) = (Yo(s), Zo(t, s))

dans M(t,T,R*) x M (D, RF*4)

Démonstration
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T
E|Y,,(t) —Yo(t)|2ds+E/ | Z,(t,5), Zo(t, s)|*ds
:E|£n_50|2

+2E/t <fn(t> Sayn(5)7 Zn(t7s)) - f0<t757%(5)5 ZO(t:S))vyn(S) - %(3)>d5
_QE/t <fn(t787yn(u)’ZN<t7s)) - fO(thaYb(s)vZO(t7S))aIn,0(t73)>d8
9k / (9a(t, 5, Ya(5)) — g0t 5, Yo(5)). Zalt, 5) — Zo(t, 5))ds

T
E / 19 (5, Ya(s)) — golt, 5, Yo(s)) Pdu
t
ou

L.o(t,s) :/ (fu(s,u, Yo (u), Zn(s,u)) — fo(s,u, Yo(u), Zo(s,u)))du

- / (s, Vi), Zot, 0) — folts . Yo(u), Zo(t, w)))du

Une procédure presqu’identique & la preuve d’existence du Théoréme 2.4.2.3, et le

choix de 31 = B, = 8K? et B3 = 8§ entrainent

1 T
EIY,(1) = Yo0) + LB / Za(t, 5), Zo(t, ) ds
t

< KJE/ 1Yo (s) — Yo(s)[2ds

+K2p (fa — fo) + 167% (g0 — g0)

—i—KgE/ ds/ W(t,8), Zo(t, s)|*du +
2(1—a)

Ky, Ky, K3 et C' étant des constantes dépendant uniquement de K, T, et £. Le reste

de la preuve est identique a celle d’existence du Théoréeme 2.4.2.3
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2.5 EDSRs réfléchies a une barriére

2.5.1 Existence et unicité

On introduit la notion d’équation différentielle stochastique rétrograde réfié-
chie & une barriére continue. La solution d'une telle équation associée a un gé-
nérateur f, une valeur terminale £, une barriere continue (L;)¢cpo,r) est un triplet
(Ys, Zi, Ki)iepr) de processus progressivement mesurables a valeurs dans RF+d+

qui vérifient P — p.s,

{E=f+ﬁ#ﬂanﬂmw+ﬁr46<ﬁ4ﬂ%W§T L @)

Vt <T,Y; > Leet [ (Ys — Ly)dK, =0,

Plus précisément, (K;);<r est un processus croissant, continu et Ky = 0, qui a pour
role de maintenir le processus Y au dessus de L avec une énergie minimale. Les
auteurs ont proposé deux méthodes de résolution. La premiére est une itération de
Picard, en considérant a chaque étape, la solution d’un probléme d’arrét optimal. La
seconde propose de construire la solution comme limite de solutions (Y, Z") aux
équations pénalisées. Grace au théoréme de comparaison et au fait que la barriére
est continue, ils ont obtenu la convergence de cette suite vers la solution de (3.1).
Leur résultat principal sur 'existence et 1'unicité de solutions est le suivant :

Désignons par S? le sous-ensemble de S? des processus K = (K;);<7 croissants et

satisfaisant Ky = 0. En particulier, on a E[K?%] < co.

Théoréme 2.5.1.1. [/

Supposons que f est uniformément lipschitzienne par rapport a (y, z) et de plus :

T
Bl + [ 1£(¢0.0)Pdt+ sup L] < o0
0 0<t<T
Alors, UEDSR réfléchie admet (3.1) une unique solution (Y, Z, K) € 82 x M?(R?) x
S?. De plus, la solution Y peut étre caractérisée comme la valeur d’un probléeme

d’arrét optimal, i.e.

Vi<T)Y, = sglta]E[/T f(s,Ys, Zs)ds + Ly 1jr o) + )| ]
TZ t
Théoréme 2.5.1.2. [5]
Soient (Y, Z,K) et (Y',Z', K') deuz solutions des EDSR réfléchies associées a
(& f, L) et (&, f, L) respectivement. Supposons que f est lipschitzienne. Si : £ < ¢,
f&,Y,zZ) < f'(t,Y/, Z}) et Ly < L, ,dt ® dP — p.s,on a alors,P — p.s,pour tout
tel0,7],Y; <Y/
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2.5.2 Quelques extensions

Les EDSRs réfléchies a une barriéres, ils se sont principalement focalisés sur
des généralisations des cadres de ces équations, ils avaient pour objectif d’affaiblir
I'hypothése concernant la régularité du générateur par rapport a (y, z) ainsi que 'ac-
croissement général. Les autre améliorations possible d’EDSRs réfléchies concerne
la solution dans LP et I’étude de ces equations a I'horizon infini.

(i)Solution dans LP Ont montré l'existence et ['unicité de 'EDSR réfléchie (3.1)
dans LP. Désignons par S' le sous-ensemble de S? des processus K = (K;);<r,
croissants et satisfaisant Ky = 0. En particulier, on a E[K%] < occ.
Théoréme 2.5.2.1. [5]

L’EDSR réfléchies (2.25) admet une unique solution (Y, Z,K) € S(RF) x
M?(RF*4) x S(R¥*?) sous les hypothéses suivantes sur f et & :
-le générateur f est uniformément lipschitzien en y et z, c¢’est-a-dire qu’il existe

une constante C, telle que (t,y,z,y,2")

[H1]: |f(ty,2) = f(t 9, ) < Cly —y'[ + 12 = 2D (2.26)
-f et & satisfont la condition d’intégrabilité suivante :
T
BP+ [ 17(2.0,0)7de + sup L] < o0
0 t<T
(ii)Horizon infini
{ Y, = &4 [T 4 f (5, Y, Zo)ds + Kyoe — Ky — [P Z,dB,VE<T
Yt >0,Y, > Leet [,F°(Y, — L,)dK, = 0,
(2.27)
Désignons par 81271- le sous-ensemble de S? des processus K = (K)o ,
croissants et satisfaisant Ko = 0. En particulier, on a E[K? | < cc.
Théoréme 2.5.2.2. [5]
L’EDSRR (5.3) admet une unique solution (Y, Z, K) € S;(RF) x MZ(RF*?) x
S1.:(R*™9) sous les hypotheses suivantes sur f el et L :
[H1]: |f(ty,2) = f(t. ¢, 2)] < wa(@)ly — ¢/ + ua(t)]]z = ] (2.28)
et

+o00 +oo
/ uy(s)ds < —I—oo,/ u3(s)ds < +oo
0 0

-f, & et L satisfont la condition d’intégrabilité suivante

T
B+ [ 1£(2.0,0)dt +sup| L ] < o0
0 =2
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2.6 EDSRs réfléchies & deux barriéres

On introduit la notion d’équation différentielle stochastique rétrograde réflé-
chie a deux barriéres continues. Dans ce cas, un quadruplet (Y;, Z;, K )eelo,r] st
une solution de cette équation associée & un générateur f, une valeur terminale &,
une barriére inférieure (L;);<7 et une barriére supérieure (U)i<r, tels que Ly < Uy
et Ly << Up,P—p.s

{ Y=+ [T +f(s,Ys, Z)ds + Kf — K — (K7 — K[) [ ZdB, V¢t <T
Vt <T,L, <Y, > Liet [ (Y — L)dK; = [](Ys — Ly)dK; =0,

(2.29)
oil les processus (K" )< sont continus et croissants (Ki = 0). Ils ont pour role
de maintenir le processus Y entre L et U avec des énergies minimales. La preuve
est basée sur une itération de Picard, en lien avec la valeur d'un jeu de Dynkin a
chaque étape. Dans la suite une méthode de pénalisation est aussi proposée sous
une condition plus forte de régularité des barriéres. Plus précisément, pour montrer
I'existence et 1'unicité, ils ont introduit deux hypothéses sur les barriéres :

(i) soit il existe une différence de deux surmartingales non négatives entre L et U ;
(ii) ou alors les deux barriéres sont "presque" des semi-martingales.

Leur résultat principal sur 'existence et 1'unicité de la solution est le suivant :

Théoréme 2.6.1. [5/

Sous l'une des deux hypotheéses précédentes et si
T
B+ [ 1500 dt+ sup (L + [U)] < o0
0 0<t<T

Alors, UEDSR réfléchie admet une unique solution (Y, Z, K*) € 8% x M?(R%) x 82 x
S2%. De plus, le processus Y peut étre interprété comme la fonction valeur d’un jeu

de Dynkin, 1.e. pour tout t < T,

Y, = essu;f;esssupE/ f(8,Ys, Zg)ds + Ur 7<) + Lo 1o<ran) + ELr—g=1| i)

= esssupessme/ f(8,Ys, Z5)ds + Ur1jrco) + Lo 1jg<ran) + ELr—or| T4

ot

2.6.1 Quelques extensions

Suite a ce travail, de nombreux auteurs ont considéré les EDSRRs a deux bar-

rieres. Ils se sont principalement focaliés sur des générateurs plus généraux et on
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considérons les barriéres sans I’hypothése de Mokobodski. S. Hamadéne et al. Dans
[8], J.-P. Lepeltier et J. San Martin dans [9] ont montré I'existence d’une solution
lorsque f est simplement continu et a croissance linéaire en (y, z) sous des hypothéses
différentes. Plus tard, K. Bahlali et al. Dans [10] ont étudié le cas ou le générateur
f est continu et a croissance linéaire en (y, z) ou a croissance quadratique en z sous
I’hypothése de Mokobodski, i.e. entre L et U, on peut trouver une différence de
deux surmartingales qui sont non-négatives et uniformément de carré intégrables.
En 2005, dans le cas ou les barriére sont continues, S. Hamadéne et M. Hassani |1 1]
ont retiré la condition de Mokobodski et montré que les EDSRs refléchies & deux

barriéres admettent une unique solution si les barriéres sont strictement séparées,
i:e:, Ly <U; pour tout t <T.

2.7 EDSR réfléchie a temps final fixe

Soit {W;,0 < t < T} un mouvement Brownien standard défini sur un espace
probabilisé(Q2, F,P). Soit
{F,0 < t < T} la filtration naturelle de {WW;} augmentée des ensembles P
négligeables.
On considére trois donnéeés : la premiére est la valeur terminale £ telle que :
— Cest Fr mesurable et E[¢]? < +oo.
La deuxiéme est la fonction f: 2 x R x R — R telle que :

L. V(y,z) € R xR, {f(t,y,2),0 < ¢ < T} est un processus prévisible tel que
IEf()T |f(‘at7ya Z)|2dt < o0

2. f est uniformément k-Lipschitzienne en y et z : |f(t,y,2) — f(t,v,2")] <
E(ly—v'|+|z—=2|) Vt <T, Vy,y/, 2,2 €R.
La troisiéme est la barriere L qui est un processus continu, progressivement mesu-
rable et tel que

— E( sup |Li]?) < 0o — p.s.
0<t<T

Nous faisons aussi '’hypothése de compatibilité suivante : Ly < € p.s
El-Karoui et al. Ont introduit les EDSRs réfléchies [1], ou le processus Y de
la solution (Y, Z, R) est maintenu au
dessus d’une barriére grace a un processus de réflexion R.
La solution de 'EDSR réfléchie a temps final fixe T est un triplet {(Y;, Z;, R;),0 <
t<T)}
de processus JF; progressivement mesurable a valeurs respectivement dans R, R

et R, et satisfaisant :
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1. (Z;)o<i<r est un processus prévisible tel que ]EfOT | Z;|2dt < oc;

2. (Y;)o<i<r est un processus prévisible tel que E( sup |Y;|?) < oo,Rp est Fr
0<t<T

mesurable et vérifie E(|Rr|?) < oo;
3. Yi=¢+ [ f(s,Ys, Zy)ds — [ Z,dW, + [ dRy; vt € [0,T]
4. Y, > L, VO <t <T;
5. R est un processus continu croissant tel que fOT(YS — Ls)dRs = 0.

Sous ces hypothéses,El-Karoui et al. [1] Ont montré le

Théoréme 2.7.1. [5/
Sous les hypotheses précédents il existe une unique solution a I’EDSR réfléchie
1,2,3,4,5.

Proposition 2.7.1. [&/

Soient (&, f, L) et (¢, f', L") deuz triplets vérifiant les hypothéses précédents. On
suppose que (Y, Z, R) est solution de ’EDSR réfiéchie (&, f, L) et (Y', Z', R") solution
de 'EDSR réfléchie (£, f',L'). On pose

Agzg_gl’ Af:f_flv AL=L-L

AY=Y-Y, AZ=2Z-7, AR=R-F

Alors il existe une constante C' telle que

T
E( sup |AYS|2+/ (AZ)%dt + | ARz )
0

0<s<T

T 1
< CE(AGE + [ IAF(Ys Z0Pd) + CE( sup [ALPJ ]
0

0<t<T

T T
Ur =B+ [ 170,00 ds+ sup |LP+HEP+ [ 1F(5.0.0)Pds+ sup L
0 0<t<T 0

0<t<T
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Chapitre 3

Quelques application sur EDSR

réfléchies

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de donner des exemples sur les EDSs rétrogrades

réfléchies comme applications .

3.2 Applications en finance

Nous traitons le probléme du rendement d’un jeu américain, ou recallable, op-
tion sous 'incertitude de Knightian. On décrit d’abord briévement ce genre d’option.
Sur un marché financier Supposons que nous disposons des capitaux risqués dont la

dynamique est donnée par

Pour la simplicité nous assumons le u,r > 0 sommes de vraies constantes et le
(Bt)i<r est un mouvement brownien a une dimension sur I'espace de probabilité
(Q,§, P). L’option américaine habituelle est un contrat entre un commer¢ant et un
courtier qui sont, respectivement, I’acheteur et le vendeur de I'option. Le commergant
paye une prime et obtient la droite de demander un ¢ < 7" de richesse (L;) quand il
décide au cours d’une période [0, T. le processus L est appelé le paiement de 1'option
(parexemple, Ly = (S;— K)™ la ou S est le dynamique des capitaux qui soutiennent
loption et le K la gréve) et T' sa maturité. Ainsi les problémes principaux sont la
valeur de l'option, le moment optimal ol le commercant devrait exercer son option,
I'existence d’'une stratégie de haies pour le courtier, et ainsi de suite. Dans le cadre
de ces options, le courtier n’a aucun droit autre que de fournir la richesse pour

le commercant quand ce dernier décide d’exercer son option. Une option de jeu

43
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américaine est une option américaine standard ot le courtier est autorisé d’annuler
le contrat qui le lie au commercant. D’une certaine maniere, il rappelle I'option.Mais
dans ce cas, il paie ce que le commergant de 'option aurait gagné s’il avait exercé
son option en méme temps plus une pénalité financiére.

Les motivations de ces options est que les compagnies d’assurance, ce qui sont
habituellement les vendeurs des options.

Le probléme d’évaluer une option recallable sur un marché financier complet a
été considéré et résolu dans, Dans ce travail nous concentrons juste sur le rendement
d’une telle option sous l'incertitude de knightienne.

Supposer ainsi que nous avons un commercant ¢; qui achéte I'option recallable
et un courtier Cy qui le vend.D’une part, supposer que 'option est sur les capitaux

risqués dont dynamique est donné par (S;);<7. Comme dit précédemment, si

1. le commergant décide d’abord d’exercer I'option & un o de temps d’arrét, il réa-
lise un bénéfice qui est égal a exp™ (parexemple, L; = (S;— K)ToKestlagrve);

2. le courtier décide d’abord d’annuler 'option a 7, il paie un montant au com-
mercant égal a exp!” ;

3. tous les deux décident de monter & la maturité T de l'option, ¢; gagne exp®
payé par ¢y Les processus L,U et le £ de variable aléatoire sont les mémes
que dans la section précédente. Par contre la différence U — L est la pénalité
pécuniaire que cy paie pour sa décision d’annuler 'option. Par conséquent,
le rendement de l'option lorsque c¢q(resp., Cy) des exercices (resp., annule) a

o(resp., ) est donné par
j(Tu U) = E[GXP{L01[0§7<T] + UT]'[T<O'] + él[U:T:T]}]' (32)

Cependant, le rendement de I'option est donnée par

V = essinf esssup j(7,0) = ess inf esssup j(7,0) (3.3)
7>0 a>0 >0 a>0

L’incertitude Knightian suppose que nous ne sommes pas sirs que la probabilité
le marché évoluera est P. Ce pourrait étre P mais cela pourrait aussi étre une autre

probabilité non loin de P. Ce pourrait étre P mais cela pourrait aussi étre une autre
probabilité non loin de P. Soit P’ une telle probabilité. Le paramétre (6,),<r = est
un P — mesurable processus stochastique évalué dans un ensemble compact [—k, k];
k est appelé le degré d’incertitude Knightian et ’ensemble de ces 0; est noté ©. La

proximité de P? & P nous améne a supposer que P# est absolument continue par

rapport & P et sa fonction de densité est donnée par

dp? r 1
o = el /0 v 0B, — 5l ds) (3.4)
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Par conséquent, le processus (S;)<r de (3.1) vérifie ce qui suit : pour tout ¢t < T,

Ou (B! = B+ f(f v~ 10,) <7 est un mouvement brownien sous PY. D’une certaine
maniére, cela signifie que le rendement de l'actif risqué dans un court intervalle
de temps dt étant donné §, est égal a (u — 6;)S,dt .Maintenant, encore une fois,

le comportement du trader ainsi que celui du courtier sont rationnels, donc les

rendements minimum et maximum de ’option sont donnés respectivement par

Y™in — inf ess inf ess sup E? lexp{Ls1jp<rer) + Urljzco) + Eljp=r=1) }]
fco >0 >0 -

Y™axX — gup ess inf ess sup B lexp{Lolig<rer) + Urlprco) + Elfp=r=11}],
0cO 720 >0 B

(3.6)
E? est attente sous P?.

Maintenant, nous allons caractériser Y™ et Y™ via, EDSR . En fait, laissez
9 € [-r,k),z € Ret H(t,0,2) = —(0/v)z. pour z € R, laisser 6'(z) = kl<q —

k1lp~o) et 02(z) = —0'(z). Par conséquent, 0' et 6% vérifient

H(t,0'(2),2) = sup H(t,0,z2)

O€(k,—K] (37)
H(t,0%(z),2) = inf H(t,0,z),

0€(r,—K]
De toute évidence, les fonctions qui avec z associent respectivement H(t, 61(z), 2)

et H(t,60%(z), z), sont continus avec une croissance linéaire .

3.2.1 Prix de 'option américaine revisité

Contrairement aux travaux de Cvitanic et Ma, [12] le processus de diffusion
de l'actif financier noté X} est réfléchi. Par conséquent on impose qu’il influence le
procesus richesse de 'investisseur noté Y,* sans que l'inverse soit possible. L’objectif

de l'investisseur étant de maximiser son gain qui est donné par la quantité

0
E(R(t,0)[8:) = E{ / F(r, X52 Y5, 257 dy
t

6
+/ g(?“, X£7xv Yrt’x>dG?m + h(97 ngx)1{9<T} + L(X%I)1{9=T}|8:t}
t

Pour tout temps d’arrét 6 a valeurs dans [¢, T1.

Le théoréme suivant est 'analogue de celui dans Cvitanic et Ma |[12]
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Théoréme 3.2.1.1. (Y5* 74 K5 étant la solution de I’EDSR a réflexion nor-
male associée a (L(X3"), f, g, h(., X))

alors pourtout t € [0,T), il existe un temps d’arrét optimal donné par

6, =inf{t <u<T, Y™ =h(u,X;)}AT

tel que

E(R(t,0,)|3) = V" = ess sup E(R(t,0)3),
0eM(t,T)

0uM(t,T) est l’ensemble de tous les temps d’arrét a valeurs dans [t, T].

Démonstration : V6 € M(¢,T)

0 0 0
v =vins [ i i iy [t X viacte [z, Ky K
t t

t

(3.8)

t , .. , . , .
Sachant Y;"* déterministe, 'espérance prise dans chaque membre de 1'équation

précédente donne

0
Y;tt’x = E{Y'Gt”r + / f(ra Xﬁ’m7 Y;"t’xa Z;’x>d7’
t

+ / ’ g(r, X2" Y dGE + Kp° — K{°|§.)-
t
Or K% est croissant et
Yo' =Yy Yoary + Yy Lipory > h(0, Xg") Loy + L(X7")11o-1) (3.9)
Donc

Y = BA+ [ fr X Y, 260 dr 4 f) g(r, X2, V) AGE (0, X ) Lger
{ FL(X7") L o=ry |3,

(3.10)
D’autre part,

0
Y;t,a: — E{Yg,x + f(?", Xﬁ’w, Y;t,:c’ Z;f’x)dr
¢ t

04
s [ g Gk + K- KL,
t

Or

tx 1/ t,x N
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t,x
+L(X7 )1{9t _7)

et
Kf\,x — Kt,:l}
6: t

donc

{ Vi 2 B [ XY 26 v [T g(r, X0V AGE BB X g,
+L(X%x)1{§t:T}}7

(3.11)
Finalement (3.11) implique

V)" =ess sup E(R(t0)[F).
0EM(t,T)

Proposition 3.2.1.1. (Y"* Z%* K) la solution unique de I’EDSR a réflexion

normale associée a (L(X3'), f,g,h(., X®Y)), le priz mazimum de l'option est Yy.

Démonstration : Pour tout ¢ € [0, 7], on a (supprimantl’exposant”0, x”)

t t
Yi+ / fr, X, Yy, Z7)dr + / g(r, X, Y,)dG,
0 0

¢
:YO—I—/ Z.dB, — K
0

K. étant croissant et sachant que E(1|F;) = 1, on a pour tout temps d’arrét a valeur
dans M(t,T)

0 0
Y, > E{Y) + / F(r, X, Yo, Z,)dr + / o, X, Y.) G50}
t t

0 0
B+ [ XY Zdr+ [ gl X, VG,
t t
+h(0, X0)11<ry + L(X7)1io-13|5:}-
Ce qui implique que Y; > V (t), Vt, en particulier Y > V(0) on

V(t)=ess sup E(R(t,0)|F:),
9eM(L,T)

V(0) =ess sup E(R(0,0)).
0eM(0,T)

Inversement, étant donnés (Y, Z, K) une solution indistingable de notre EDRS et

O =inf{0 <u<T,Y,=h(uX)}AT
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un temps d’arrét optimal, les propriétés de 50, impliquent ?% > Yy pour tout
6 € M(0,T). Enfin en vertue du Théoréme 3.2.1.2 on a

Yo =2 V(0) = Yo

3.3 Application des EDSRR & horizon infini & un
probléme de CI

Remarque 3.3.1. On étudie le probleme de contréle impulsionnel pour fixer les
wdées considérons un exemple typique : supposons que l’état d’usure d’une machine

soit représenté par une processus stochastique.

3.3.1 Présentation du modéle

Soit (€2, §, P) un espace de probabilite muni d 'une filtration (§;);>o compléte
continue droite et soit un mouvement brownien W = (W;):>o.

Supposons qu’'une entreprise décide a des instants aléatoires de changer de
technologie afin de maximiser son gain. Nous supposons que {0, 1} est ’ensemble
des technologies permises telles que 0 est 1’ancienne technologie et 1 est la nouvelle
technologie. L’évolution de la firme dépendant de plusieurs facteurs externes (prix
surle marché, crise mondiale, temps,...), le changement de technologie induit un cotit
défini par ¢y ; si on passe de la technologie 0 a la technologie 1 et ¢; o si on passe de
la technologie 1 & la technologie 0. Supposons que 0 < ¢; 9 < ¢y ;.

Nous définissons une stratégie de controle impulsionnel comme une suite
o = (Tn)nZ—h

ou (7,,)n>—1 est une suite strictement croissante vers I'infini de F-temps d ’arrét avec
71 =0.

La suite (7,,) modélise la suite des instants d’impulsion du systéme de la fagon
suivante :
pour tout n > 0, 79, est I'instant ou la firme passe de la technologie 0 la technologie

1 et 79,41 est l'instant ou la firme passe de 1 a 0.
Nous introduisons le processus cadlag (&) a valeurs dans {0,1} défini par
fo =0et

& = 501[0,7'0[(t) + Z 1[7—2n77—2n+1[(t)' (3.12)

n>0

La valeur de la firme est donnée par S; = exp Xy, t > 0, ou (X;) est le processus

continu a droite défini par :
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t t
Xt:X0+/ b(Xs)ds+/ o (X,)dW., (3.13)
0 0

ou b et o sont deux fonctions mesurables sur R satisfaisant la condition de Lip-
schitz et la condition de croissance sous-linéaire :

-1l existe une constante K > 0 telle que pour tout z,y € R,

[b(z) = b(y)| + |o(z) —o(y)| < K|z —yl. (3.14)

-1l existe une constante K > 0 telle que pour tout x € R,
[b(2)[* + |o(2)]? < K (1 +[af?). (3.15)

En appelant f > 0 le bénéfice net de la firme et ¢ > 0 le cotit de changement

de technologie, toute stratégie cvoccasionne un gain :

+oo
/ exp™ f(&, X,)ds — Z{expfﬂm coq +exp P e o},
0

n>0

ou B > 0 est un coefficient d’actualisation. Le gain moyen de la firme est défini par :

+oo
k(a,i,x) = Ew[/ exp” f(&,, Xs)ds—Z{exp_ﬁTQ" coq+exp Pt ey 1] (3.16)
0

n>0

Définition 3.3.1.1.  La strategie o = (7,)n>—1 est dite admissible si et seulement

St

+o0o
E/ exp® f(&,, X,)ds < 0o
0

E Z{exp*ﬁT%L CO,l + expfﬁTQnJrl 01,0} < 00
n>0

On note A l’ensemble des stratégies admissibles.

Le probléme de controle impulsionnel posé consiste a prouver 'existence d’une

stratégie admissible & qui maximise la fonction gain moyen :

+oo
k(a,i,z) = esssupE; , [/ exp® f(&, Xy)ds — Z{expfﬁm" coq +exp P e )]
acA 0 n>0

(3.17)
Enfin, introduisons les ensembles suivants :
— T ={0: G-temps d’arrét.}
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-~ T =A{T :0>t}.
— P?={processus §.-progressivement mesurables}.
= C* ={(Xy)i=0 € P? : telque E[sup,s(|X;[*] < o0}

- H' = {(X;) € P? : telque K./ [ X,|2dt < oo}.

- H? = {(X;) € P?: telque E[[;” | X,|*dt]}.

3.3.2 Enveloppe de Snell

Remarque 3.3.2.1. L’enveloppe de Snell utilisée en calcul stochastique et en ma-
thématiques financieres, est la plus petite sur-martingale majorant un processus sto-

chastique .

Commencons par rappeler quelques notions fondamentales de controle optimal

de El Karoui [13] utilisées pour résoudre les problémes de contrdle impulsionnel

Définition 3.3.2.1. Un processus U est de classe (D) si l’ensemble des variables

aléatoires {Uy,0 € T} est uniformément intégrable.

Théoréme 3.3.2.1. [1/] Soit U un processus §-adapté, cadlag de classe (D). Notons
Z son enveloppe de Snell. C’est la plus petite sur-martingale de classe (D) qui magjore
U:

Zy = esssup E[Uy|§]. (3.18)
0T

Remarque 3.3.2.2. [1/] Le processus Z admet la décomposition unique suivante :
Z=M-—A
ol :
(i) M est une martingale.

(ii) A est un processus croissant, prévisible, intégrable et AQ = 0.

Définition 3.3.2.2. Soit U un processus §-adapté et Z son enveloppe de Snell. Une
condition nécessaire et suffisante pour qu’un temps d’arrét T soit optimal apres
est que :

-T7>vv€T.

- 4y = E[Z:[3,] = E[U[3,].

En particulier Zy = supger E[Up] = E[Uz|. Par exzemple,

T=inf{t >~ : Z, < U} est le premier temps optimal apres 7.

Le but principal est de prouver ’existence d’une stratégie optimale  telle que

K(a,i,z) = esssup K(«, i, ).
acA
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Nous montrons par la suite que notre probléme est réduit a prouver I’existence
d’un couple de processus (Y1, Y?2) a I'aide des outils de I'enveloppe de
Snell (I'origine de cette idée est tirée de Hamadéne et Jeanblanc [11] , néan-

moins nous détaillons la preuve puisque ici I'horizon est infini) en effet :

Proposition 3.3.2.1. Supposons qu’il existe deuz processus de C*Y' = (Y;});>o et

Y2 = (Y)i>0 @ valeurs dans R tels que ¥t >0 :

0
Y,! = esssup IE[/ exp 7 £(0, X,)ds — exp ¢y 1 + Y|4,
t

0€T; (3.19)
Yl =0
0
Y? = esssup E[/ exp 7 f(1, X,)ds — exp ey o + Y54,
ocT  Je (3.20)
Y2 =0
Alors Yt = sup,eq K(a,0,x). De plus, la suite & = (T,,)n>0 définie par :
7/:,1 = O
?Qn = 1nf{t Z ?anh Y;l S —Co,1 eXp*th —|—YtQ},Vn Z 0 (321)
Tons1 = inf{t > 7, Y2 < —c1gexp P +Y/'} (3.22)

est optimale pour le probléme de controle impulsionnel (3.17).

Preuve Pour tout ¢ > 0, nous avons :

¢ 0
v+ / exp? £(0, X,)ds = esssup ]E[/ exp ?* £(0, X,)ds — exp ™ o1 + YT
0 0€T: t

(3.23)
Par définition, V! + fot exp P £(0, X,)ds est Penveloppe de Snell du processus

0
Up = / exp 7 (0, X,)ds — exp ™ coq + Y (3.24)
0

Sous la deuxiéme définition, un temps 75 optimal pour le probléme (3.24) est
défini par :
7o =inf{t >0, < —exp ey + V).
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Par suite, le temps 7y est le premier temps défini en (3.21) et donc optimal pour
le probléme (3.20) posé.

De plus, la variable aléatoire Yy étant F-mesurable, alors Yy = E[Y{].

Par conséquent, 1'égalité (3.23) peut étre écrite pour ¢ = 0 et § = 7, sous la

forme suivante :

T0 =
Yy = ]E[/ exp ™ £(0,X,)ds — exp "™ coq + V2. (3.25)
t

En utilisant la définition de Y? appliquée a t = 7, nous obtenons

0
YZ =ess sup E[/ exp ™ f(1, Xy)ds — exp™™ e10 + Y, 1§z

967—,02:1'\0 7o

De méme que pour le probléme (3.24),Y;? + f(f exp P f(1, X,)ds est 'enveloppe

de Snell du processus
0
Up = / exp P f(1, X,)ds —exp P 10+ Y0 > 7. (3.26)
0

Sous la deuxiéme définition, un temps 7; optimal aprés 7, pour le probléme 3.26

est défini par :

7L =inf{t > 7, Y2 < —exp e+ Vi)

Par suite, le temps 7 est le deuxiéme temps défini en 3.21 et donc optimal pour

le probléme 3.20 posé. D’ou,

71
Y% = E[/A exp_ﬁS f(l7 Xs)ds — eXp_BT1 C10 + Y%HS:?OL (3'27)

70

et les égalités 3.25 et 3.27 impliquent :

7o T1 R R
Yy = IE[/ exp f(O,XS)ds+/ exp 7 (1, Xy)ds—exp P77 co1—exp P ¢y g+ Y.
0 ~

O (3.28)

En utilisant

71 7o 1
/ exp P f&s, Xs)ds = / exp P (0, Xy)ds +/ exp P f(1, Xy)ds
0 0 %

70

I'égalité 3.28 devient :
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T1
Yy = E[/ exp ™ f(&, Xs)ds —exp PP coq —exp P ep g + V2]
0

En répétant ce raisonnement successivement, nous obtenons :

n

?2n+1 . =%
Yy = E[/ exp P f(&,, X,)ds — Z(— exp ™k ¢y — exp PR ¢ ) + Y%nﬂ].
0 k=0

(3.29)
Nous montrons tout d’abord que la suite (7,,) est strictement croissante. Nous
supposons qu’il existe w € Q tel que To,(w) = Topi1(w) < oo. Par définition des

temps To, et Tony1, il vient

—BT2n (w) o1 4 Y/\Q ) < — expfﬁﬁn(w) (CO,l —+ Cl,O) + Y/\l

Ton+1(w Ton (w)?

Ya:lzn(w) S —exp

ce qui implique que Ty, (w) = 400 qui est contradictoire avec I’hypothése initiale.
Par conséquent, la suite (7,,) est strictement croissante.

Ensuite, le processus Y'! est cadlag et on note 7 la limite croissante de 7,,.Alors,
les processus Y%Hl? (i = 1,2) tendent vers Y p.s. lorsque n tend vers I'infini. De
plus, par définition des processus Y et Y2, nous avons en passant a la limite sur
I'événement {7 < oo} :

Vi < —exp ey + Y?l__i < —exp PT(coq 4+ 1) + Y2

7

Il en résulte que 7 = +oo et puisque par hypothése Y1 = Y2 = 0, en prenant la
limite de I’égalité 3.29, nous obtenons Y = K(@, 0, x).

Montrons maintenant que la stratégie a est optimale, i.e.
Yy > K(a,0,z),Ya € A.

Le temps 7y étant optimal pour le probléme 3.19, nous obtenons :

70
\ E[/ exp ™ (0, Xs)ds — exp ™ o1 + Y2 ], V7 > 0.
0

De plus, pour tout temps 7, > 7o,

T1 R
Y?% Z E[/A exp P f(1,X,)ds —exp "™ e+ Y?ll 132,

70

Ainsi, nous obtenons pour toute suite croissante vers I'infini (7,,) :
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70
Yy > E[/ exp™? f(&, X)ds —exp "™ oy — exp ey + V2.
0

En répétant successivement le méme raisonnement, nous obtenons :

n

T2n+1
Yo1 > E[/ exp P f(&s, Xs)ds — Z(— exp P2k Co1 — exp Pk c10) + YlenH].
0 k=0

(3.30)
La partie droite de 'inégalité 3.30 tend vers K (a,0,z) +Y. = K(a, 0, z) lorsque
n tend vers linfini. Par conséquent,Y) = K(a,0,2) > K(a,0,),ce qui implique

loptimalité de &



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons établi des résultats d’existence et d’unicité
de différents types d’EDSR réfléchies avec des applications. Ces résultats prolongent
d’autres antérieurs. Cependant on pourrait se poser certaines questions. Par exemple
le drift est localement lipschitzien en y mais globalement en z. Il serait intéressant
de regarder le cas ou il est aussi localement lipschitzien en z. Au chapitre deux,

les solutions de PEDSR sont obtenues dans I'espace L?. Pourrait-on généraliser ces

estimations et résultats a I'espace L¥?

95
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