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Abstract 

Herein, we present our numerical results of ZrxSi1-xO2solid solutions (with x= 0-1)in order 

to predict new tetragonal hypothetical compounds from Zircon family. We have used the full-

potential linearized augmented plane waves (FP-LAPW) method based on the density functional 

theory DFT within GGA approximation as implemented in WIEN2k code to investigate the 

structural and optoelectronic properties of the named compounds. We have studied, in first step, the 

properties of the ZrSiO4compound, where the obtained results are compared to several theoretical 

and experimental investigations. Secondly, we have predicted new hypothetical compounds for the 

Zircon family ZrSi3O8 and Zr3SiO8which crystallize in I41/amd space group. Whatever, The 

chemical stability of the alloys under study were checked with both formation enthalpy and 

cohesive energy. Furthermore, the phonon dispersion results indicated this aspect also. The 

electronic properties reveals a strong p-d covalent hybridization between Zr and O. The Zr3SiO8 

compound exhibit a large indirect band gap, while the ZrSi3O8 present a direct band gap of 2.008 

eV at Γ point. The optical quantities inspired from the dielectric function calculation are also 

calculated and discussed in details. 

 

Keywords:ZrSi3O8; Zr3SiO8;ab-initiostudy;FP-LAPW;optoelectronic properties 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



    

Résumé 

Ici, nous présentons nos résultats numériques de solutions solides ZrxSi1-xO2 (avec x= 0-1) 

afin de prédire de nouveaux composés hypothétiques tétragonaux de la famille Zircon. Nous avons 

utilisé la méthode des ondes planes augmentées linéarisées à plein potentiel (FP-LAPW) basée sur 

la théorie fonctionnelle de la densité DFT dans l'approximation GGA telle qu'implémentée dans le 

code WIEN2k pour étudier les propriétés structurelles et optoélectroniques des composés nommés. 

Nous avons étudié, dans un premier temps, les propriétés du composé ZrSiO4, où les résultats 

obtenus sont comparés à plusieurs investigations théoriques et expérimentales. Deuxièmement, 

nous avons prédit de nouveaux composés hypothétiques pour la famille ZrSi3O8 et Zr3SiO8 qui 

cristallisent dans le groupe d'espace I41/amd. Quoi qu'il en soit, la stabilité chimique des alliages 

étudiés a été vérifiée à la fois avec l'enthalpie de formation et l'énergie de cohésion. De plus, les 

résultats de dispersion des phonons ont également indiqué cet aspect. Les propriétés électroniques 

révèlent une forte hybridation covalente p-d entre Zr et O. Le composé Zr3SiO8 présente une large 

bande interdite indirecte, tandis que le ZrSi3O8 présente une bande interdite directe de 2,008 eV au 

point Γ. Les grandeurs optiques inspirées du calcul de la fonction diélectrique sont également 

calculées et discutées en détail. 

Mots-clés:ZrSi3O8; Zr3SiO8; étude ab initio; FP-LAPW ; propriétés optoélectroniques 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



    

 ملخص

نهرُثؤ تًشكثاخ عائهح انضسكىٌ الافرشاضُح  (x = 0-1يع ) ZrxSi1-xO2 انصهثح يحانُمهُا ، َمذو َرائجُا انعذدَح نم

 فٍ ذمشَة DFTتُاءً عهً َظشَح انكثافح انىظُفُح  (FP-LAPW)اسرخذيُا طشَمح انًىجح انًسرىَح انخطُح . انشتاعُح انضسكىٌ

GGA ٍتشَايج كًا هى يطثك فWIEN2kدسسُا أولاً .  نذساسح انخصائص انهُكهُح والإنكرشوَُح انضىئُح نهًشكثاخ انًسًاج

ثاَُاً ، .  ، حُث ذًد يماسَح انُرائج انرٍ ذى انحصىل عهُها تانعذَذ يٍ انرحمُماخ انُظشَح وانرجشَثُحZrSiO4خصائص انًشكة 

لذ ذى فحص انثثاخ انكًُُائٍ . I41 / amd انرٍ ذرثهىس فٍ يجًىعح انفضاء Zr3SiO8 و ZrSi3O8ذىلعُا يشكثاخ جذَذج نعائهح 

علاوج عهً رنك ، أشاسخ َرائج ذشرد انفىَىٌ أَضًا . ذًاسكنهسثائك انًذسوسح يع كم يٍ انًحرىي انحشاسٌ نهركىٍَ وانطالح ال

 فجىج َطاق Zr3SiO8َظُهش يشكة . O و Zr تٍُ p-dذكشف انخصائص الإنكرشوَُح عٍ ذهجٍُ ذساهًٍ لىٌ. إنً هزا انجاَة

ذى أَضًا حساب انكًُاخ انضىئُح انًسرىحاج .  فىند2.008 فجىج َطاق يثاششج ذثهغ ZrSi3O8غُش يثاششج واسعح ، تًُُا َظُهش 

 .يٍ حساب انذانح انعاصنح ويُالشرها تانرفصُم

 

 

 

  ؛ انخصائص انكهشوضىئُحFP-LAPW؛ انًثذأ الأول ؛ دساسح Zr3SiO8 ؛ ZrSi3O8:الكلمات المفتاحية
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Introduction générale 

Dans ce travail de thèse, je me suis consacré a étudier les propriétés électroniques des 

alliages de type Zr(x)Si(1-x)O2. Ce type de sujet  appartient à  la spécialité physique computationnelle 

de l‟université de Saida. Bien que ces alliages soient purement matériaux,  son traitement via la 

simulation numérique nous donne toutes les informations possibles sur son comportement. 

D‟ailleurs cette simulation numériqueprédit,  et ala possibilité de pouvoir traiter à priori n‟importe 

quel matériau et elle est susceptible même de remplacer des expériences très couteuses ou même 

irréalisables à l‟état actuel dans les laboratoires[1]. Alors, les alliages a base du zircon sont des 

matériaux indispensables pour la technologie actuelle via leurs diverses applications non seulement 

dans le domaine électronique mais aussi dans l'industrie métallurgique et l'industrie chimique a 

poussé plusieurs groupes de chercheurs expérimentaux et théoriques de s‟investir [2-5]. Leur 

composé binaire de base icil'oxyde de zirconium (ZrO2) est utilisé pour fabriquer un système 

catalytique pour la conversion souhaitée du dioxyde de carbones et autres composés chimiques[2].  

La combinaison des composés ZrO2 et SiO2 nous amène a pouvoir decouvrir certaines 

composés ternaires. Dans ce contexte on trouve d‟un côté le candidat le plus familiarisé ZrSiO4 qui 

se cristallise suivant  deux phases selon la valeur de la pression, la première est la phase zircon à 

pression ambiante (à basse pression)  et la seconde lorsqu'elle est comprimée sous pression 

hydrostatique, elle se transforme en phase scheelite. Le ZrSiO4 de type scheelite a été synthétisé 

pour la première fois par Reid et Ringwood[6] et a été confirmé par Liu [7] à une pression allant 

jusqu'à 20 GPaa faible coefficient de dilatation thermique [8] ces propriétés utiles en font un bon 

candidat pour les dispositifs à haute température et les revêtements protecteurs anti-oxydation [9-

11]. D'autre part, la mesure des propriétés optiques montre que le ZrSiO4 a une permittivité 

diélectrique élevée (de l'ordre de 7,9 à 13), un indice de réfraction élevé (de l'ordre de 1,93 à 2,01) 

et présente une forte dispersion qui en font un opacifiant privilégié pour l'industrie de la glaçure 

céramique[12], ces caractéristiques importantes peuvent être utilisées pour fabriquer des dispositifs 

électroniques afin d'éviter le courant tunnel direct induit par la minimisation continue des 

dispositifs semi-conducteurs à oxyde métallique complémentaires [13]. L'intérêt le plus apparent 

sur ce composé est la présence d'atome de Si qui les rend interfacés avec le système de silicium 

avec une grande stabilité [14]. 

Dans l‟autre côté on trouve aussi des alliages de type Zr3SiO8 et ZrSi2O6  qui présentent 

des structures cristallines stables ou métastables. Bien que ces alliages ont un caractère de liaison 

ionique important, un indice de réfraction élevé (~ 2,4) et une constante diélectrique plus élevée par 

rapport aux autres matériaux à base de Zr et sont des isolants mais leur realisation devienne 

hypothétique [1-2].  
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Revenons a notre simulation numérique basée sur la théorie de la fonctionnelle de la densité 

(DFT), ou l‟étude des propriétés physiques de ces variétés de matériaux nous amène a de bons 

résultats sur le point de vue estimation et la conformité a donné expérimentales[2,8,16] 

Nous concentrons notre étude sur la détermination des propriétés structurales et 

optoélectroniques des alliages ZrxSi1-xO2 pour x=0.25, 0.50 et 0.75. Dans un premier temps, nous 

prenons le composé potentiel ZrSiO4 et nous les considére comme référence et en faisant varier le 

taux stœchiométrique x, nous prédisons de nouveaux composés tétragonaux hypothétiques tel que 

ZrSi3O8 et Zr3SiO8, où nous concentrons également notre attention pour trouver la structure la 

plus stable à travers le calcul de l'énergie totale de l'état fondamental via sa minimisation, la 

stabilité thermodynamique et la stabilité dynamique.Dans un second temps, nous étudions leurs 

propriétés optoélectroniques dans le but de connaître leurs applications potentielles. 

 Notre travail est divisé en trois parties, la première est consacrée a donner une vision sur 

les composés à étudier, la seconde est focalisé aux méthodes de calculs de la structure électronique 

de n‟importe quel composé et la troisième est le fruit de ce travail qui entoureles principaux 

résultats et discussions et qui présente notre article publié en 2022. 

Enfin nous finalisons notre travail par une conclusion.  
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Introduction  

La physique des matériaux a contribué d‟une façon satisfaisante dans la révolution  

technologique dans tous les domaines notamment dans la communication, la santé et l‟astronomie, 

ce qui a rendu la vie quotidienne plus facile et moderne bien que les industrielles  multiplient la 

demande et exigent de nouveaux matériaux performants. Ceci repose sur la relation entre les 

propriétés physiques et  chimiques, la morphologie structurale et la mise en œuvre des  matériaux 

qui constituent les objets qui nous entourent d‟où l‟orientation vers la recherche d‟autres matériaux 

à propriétés uniques qui nous guident vers de nombreuses applications technologique.Nous avons 

choisi dans ce travail les fameux éléments chimiques tel que : Zr,Si et O nous en donnerons ici un 

bref aperçu point de vue nom, structure et leurs utilité [1,2]. 

I.1 Le zircon 

Le zircon est un minéral du groupe des silicates et sous-groupes des néo-silicates. Sa 

formule chimique est : ZrSiO4 (Silicate de zirconium  naturel). Ce dernier se cristallise dans le 

système cristallin tétragonal dans la classe  cristalline (4/m 2/m 2/m). Il contient des impuretés et 

divers corps ou  minéraux. En 1935, Boitet[1]estimait que le zircon contenait environ 66.71% de 

zircone ( ZrO2) et 33,05% de silice ( SiO2 ) et d'après  Rosler[2] cette structure peut, dans certains 

cas, contenir jusqu'a 30%  d'oxyde d'hafnium (HfO2),12% d'oxyde de thorium( ThO2)ou 1.5%  

D'oxyde d'uranium (UO2 ) 

I.2 Etymologie du nom zircon 

L'arbre généalogique présente l'évolution des termes liés au nom  zircon, en partant du grec 

huakinthos, en passant par le latin  hyacinthus, au XI siècle Hyacinthe en français et yaqut en 

arabe. Le  XIII sièclejagonce et au milieu du XVIIsiècle en anglais jargon pour la variété incolore. 

en arabe Zarkun (cinabre), percanZargun et zircon en  XVIII siècle[3,4]. 

I.3 Quelques propriétés physiques et morphologie du zircon 

Les spécimens transparents sont utilisés en joaillerie (voir figure1)  pour des utilisations 

similaires à celles du diamant[4-9]. Les zircons  ont une couleur naturelle qui varie du doré, à rouge 

brun il peut être  jaune, vert, bleu et naturelle chauffées aussi incolore, bleu clair, jaune.  La couleur 

de zircon brun(ou frappé) peut être modifiée par traitement  thermique [10,11]et passer selon le 

degré de chauffage à translucide  bleu ou dorée. 

Il ne faut pas confondre entre le nom zircon et la zircone qui est  l'oxyde de zirconium de 

composition ZrO2. Car le terme de zircon est  utilisé à tort pour désigner la zircone. La zircone à 

l'état naturel est  extraite industriellement pour servir de substitut peu onéreux au diamant. le zircon 

a une densité qui varie de 3.9 à4.8, son indice de  réfraction allant entre 1.78 et1.91 pour les zircons 

bas (métamicte) et  entre 1.92et1.99 pour les zircons hauts, dont le processus de  désintégration lié 
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aux isotopes radioactif n'a pas ou peu débuté. Sur  l'échelle de Mohs il présente une dureté entre 6.5 

pour les zircons  métamictes (bas) et7.5 pour les zircons hauts (nom métamictes). 

 

Figure I.1:Les zircons sont utilisés en joaillerie[5] 

La morphologie du zircon est du a la nature et les conditions de  cristallisation des roches ou 

il apparait (voir figure 2), possède la  forme d'un prisme carré terminé à chaque extrémité par une 

pyramide  à base carré ou combinaison de pyramide superposées. L'habitus du  cristal est 

prismatique. Il peut montrer un effet "œil de chat" sur les  pierres taillées en cabochon. Les zircons 

atteignent une taille entre  100et300µm, dans les roches granites. Ils peuvent avoir la taille de  

plusieurs centimètres dans les pegmatites ou dans les alluvions. 

 

Figure I.2: Cristal de zircon. 
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I.4Formation de zircon et géologie 

Le zircon est un minéral commun et répondu dans la nature, il se  produit dans une grande 

variétéde roches magmatiques soit a l'état  primaire métamorphiques ou a l'état hérite(desroches 

sédimentaires).  Le minéral zircon se forme pendant la genèse de roche plutoniques  communes, 

principaux constituants les granites et les roche  alcalines. Le zirconium, l'Hafnium, et l'Uranium 

sont fixés dans la  croute de la terre pendant les dernières étapes d'activité magmatique,  et 

cristallisent sous forme d'orthosilicates et d'oxydes[12-15]. 

Plusieurs études effectuées[13-15] indiquent que le zircon cristallise  en premier suivie par 

la thorite, tandis que le Xénotime cristallise plus  tard (voir figure 3).La superposition de ces phases 

conduit à la  formation de solutions solides entre les pôles purs zircon, thorite et  xénotime[15]. Ces 

minéraux sont formés dans des conditions  hydrothermiques, après le refroidissement des liquides 

magmatiques.Pointer et Ashwoth[13]ont réalisés plusieurs études en étudiant des  échantillons du 

système thorite-coffinite-zircon provenant d'un granit  de Ririwai (Nigeria) et par Kamineni et 

al[14]sur la thorite d'Atikokan  (Canada) qui a démontré la formation de la thorite dans des  

conditions hydrothermales en dessous de 400°C après la  cristallisation du zircon. 

 

Figure I.3: Chronologie de formation du zircon, de la thorite,duxénotime et de la coffinite[13]. 

I.5Niveau de radiation et datation en utilisant des isotopes de zircon 

Les grands cristaux trouvaient dans les pegmatites granitiques  contiennent des inclusions 

radioactives (faucault 2007)[16], ils  peuvent contenir des remplacements isomorphique, des traces  

d'Uranium de Thorium et l'Hafnium. Le zircon résiste à l'altération[10]et au métamorphisme, ce qui 

le rend très utile dans la datation  (voir figure 4). Les plus anciens zircons avec un âge estimé à 4.4  

milliards d'années trouvés en Australie occidentale. Ils sont des  fragments de roches les plus âgés 

de la terre trouvées en 2014[11]. 
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Le zircon est un minéral de choix pour la datation par les méthodes  radiochronologiques 

basée sur la détermination des rapports entre  Th/U ou Pb/U. la radioactivité naturelle se crée par la 

désintégration  de trace telles que l'uranium en radon. 

 

Figure I.4:Utilité de zircon dans la datation[10] 

I.6Utilisation dans l'énergie nucléaire 

Le verre de zircon est employé comme sarcophage de déchets  radioactifs comme le 

plutonium. Le zircon est le principale minerai de  zirconium et de hafnium utilisé tous les deux 

dans les réacteurs  nucléaires mais pour des raisons opposées, le premier est transparent aux 

neutrons, le deuxième les absorbe[17,18]. 

I.7Gitologie du zircon 

Les zones ou on trouve du zircon sont planétaires,on rencontre les  zircons de qualité 

gemmele plus souvent dans les alluvions  métallifères comme à Uralla,Sapphire, Inverll et d'autres 

endroits en  nouvelle, New South Wale, Ausralie Wesbster1970 [19]. Les zircons possédant des 

cristaux avec des formes définies est un lustre très  brillant sont trouvés dans les montagnes d'Ilmen 

au sud de l'Oural. Le  Sri Lanka, fournit depuis plus de 2000 ans ou on nommait la petite  ville qui 

en sortait une importante quantité « le diamant de Matara ». La région des hauts plateaux située sur 

la frontière du Laos du  Cambodge et de la Thaïlande est un important producteur de zircons  

gemmes qui subissent systématiquement à Bangkok un traitement  thermique. Les zircons du Harts 

Range des Territoires du Nord,  Australie sont exploités pour la taille. Les alluvions les plus riches 
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en  zircons se trouvent en Inde, aux Etats -Unis, en Australie, à Ceylan ou  en Afrique du Sud (voir 

figure 5). Zircon de qualité industrielle est  extrait de gisements terrestres et maritimes d'origine 

alluviale dans de  nombreuses régions du monde Australie, Afrique de sud, la Chine,  l'Indonésie, 

le Mozambique, le brésil, et le Kenya. 

 

FigureI.5:les gisements de zircon dans le monde[19] 

 

I.8 Utilisation dans le domaine de la microélectronique 

Pour assurer l‟augmentation des performances des circuits décrite  parla loi de 

Moore[20]n‟étant plus suffisantes on diminuant les  dimensions géométriques des transistors (figure 

6), ce qui a entraîné  la mise en œuvre de nouveaux matériaux comme les matériaux high-κ  dotés 

de propriétés supérieures à celles des matériaux classiques (la silice) [21,22]. 

Donc, l'expression high-κdielectrics(ou bien diélectriques à grande  permittivité), utilisée 

couramment dans le monde de la  microélectronique, désigne une famille de matériaux isolants de  

grande constante diélectrique ou permittivité κ, envisagés pour  remplacer la silice (κ> 3,9) dans les 

dispositifs de la  nanoélectronique. Selon la tendance indiquée par la loi de Moore,  

l'implémentation de ces matériaux résulte de stratégies développées  pour poursuivre la 

miniaturisation des composants de la  microélectronique. Pour les chercheurs, l‟implication de ce 

type de  matériaux n‟était pas aussi simple, et ça nécessita une décennie de  travaux, jusqu‟à où ils 

ont aboutit à la mise au point de matériaux à  base d‟oxyde d‟hafnium (HfO2) [23,24], puis de ses 

alliages,  notamment le silicate (HfSiOx). 
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Figure I.6:Le nombre de transistors par unité de surface double en moyenne tous les 2ans[20]. 

I.9Différentes applications technologiques 

Il y a deux principaux domaines d'application dans lesquels les  diélectriques à grande 

permittivité sont impliqués les technologies de  l‟information et de la santé. Dans les deux cas, le 

diélectrique est  dans des structures à trois couches constituant des cellules capacitives[25,27], il 

peut être pris en sandwich entre un métal et un  semiconducteur (MIS = 

MetalInsolatorSemiconductor), ou entre  deux métaux (MIM = MetalInsolatorMetal)[28-29], 

comme il permet :  

 

-  de moduler la concentration des porteurs du semiconducteur  adjacent dans un transistor à 

effet de champ (MOS-FET = MetalOxideSemiconductor Field Effect Transistor).  

-  le stockage des charges pour des applications mémoires vives  dynamiques (DRAM = 

DynamicRandom Access Memory).  

-  Ou d'isoler des pièges de charge discrets dans les mémoires non  volatiles (NVM = Non 

Volatile Memory). 

I.10 Critères de sélection des oxydes High-k dans la  microélectronique 

Les critères de sélection des oxydes High-k candidats au  remplacement de la silice comme 

oxyde de grille dans les structures  CMOS sont définis par un consortium, fixant chaque année, une 

feuille  de route appelée ITRS (International Technologie Roadmap for Semiconductors). Les 
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diélectriques de grille doivent remplir un certain  nombre de critères, notamment par rapport au 

substrat de silicium.  Les propriétés à considérer pour la sélection de l'oxyde High-k sont  les 

suivantes :  

• La permittivité diélectrique (k). 

• La discontinuité et l'alignement des bandes par rapport à celle du  silicium (Offset=1 eV)  

• Les taux de défauts. 

I.11Stabilité thermodynamique et cinétique par rapport au silicium 

Le plus important paramètre à prendre en compte pour le choix de  l'oxyde de grille et sa 

stabilité thermodynamique vis-à-vis du substrat  et de la grille. En effet, une éventuelle réaction de 

l'oxyde avec le  silicium à haute température, durant le traitement thermique (procédés de recuit) ou 

le dépôt, conduirait par exemple pour un  oxyde binaire MO2, à la formation d'une couche inter 

faciale de silice,  silicate ou siliciure selon les réactions. Les oxydes candidats  potentiels doivent 

donc posséder une chaleur de formation plus  grande que celle de SiO2. 

Des études antérieures[21-22]ont permis d'identifier une série  d'oxydes présentant une 

bonne stabilité thermodynamique vis-à-vis  du silicium. Ces travaux restreignent la liste des oxydes  

potentiellement candidats aux oxydes formés à partir de certains  éléments des colonnes II, III et IV 

du tableau périodique. Ces oxydes  sont Al2O3, ZrO2, HfO2, Y2O3 La2O3 et certains lanthanides 

tels que  PrO2, Gd2O3 et Lu2O3. En plus, l'oxyde de grille doit a priori avoir une  structure 

cristalline compatible avec celle du silicium. Le désaccord  de maille entre l'oxyde et le silicium 

doit naturellement être le plus  faible possible (< 3%)[23]. 

I.12Largeur de bande interdite et constante diélectrique 

Dans la structure de bandes des matériaux diélectriques, la valeur de  la largeur de bande 

interdite doit être la plus grande possible (Eg =  5.7-6.0 eV) pour assurer le caractère isolant du 

diélectrique.  Cependant, comme cette valeur a une relation inverse avec la constante diélectrique 

(10 <κ < 40), un compromis entre ces deux  grandeurs est à considérer(Figure 8). 
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Figure I.7:largeur de la bande interdite en fonction de la constante diélectrique statique des 

oxydes de grille potentiels [30]. 

 

I.13Etat de cristallisation et stabilité des phases 

Les matériaux high-k de type orthosilicates ABO4 (A=Zr, Hf, Th… et B=  Si, Ge) 

possèdent plusieurs formes allotropiques[31-32]. On lui  connait trois phases à différentes pression: 

la scheelite existe à  pression 23GPas, qui une structure quadratique centrés (body  

centeredtetragonal), appartient au groupe spatial I41/a, l‟huttonite qui  est une structure 

monoclinique appartenant au groupe spatial P21/n,  et finalement le zircon qui a aussi une structure 

Tétragonal centrée  avec un groupe spatial noté I41/amd(N°.141). Dans la structure zircon  chaque 

atome M= Zr, Hf est lié à huit atomes d‟Oxygènes tandis que  chaque atome Si ou Ge est lié à 

quatre atomes d‟Oxygène, et de sorte  que chaque atome d‟oxygène O est lié à deux atomes de 

M=Hf, Zr et  un des atomes de Si. 
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Figure I.9: les trois phases cristallines des Orthosilicates (ABO4 avec A=Zr, Hf, B=Si, Ge). 
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Introduction 

L‟étude théorico- expérimentale des matériaux repose sur la simulation numérique toute en 

proposant des modèles qui nous convergent vers des résultats en bon accord avec l‟experience. 

Ceci provient du proverbe „‟la theorie propose mais l‟experience qui décide‟‟. Il s‟agisse de tester 

les modèles théoriques, de prévoir les propriétés des matériaux ou d‟examiner des phénomènes 

inaccessibles à l‟expérience toute en ouvrant la voie vers la simulation numérique qui trace une « 

troisième voie » d‟approche des problèmes dite expérience des théoriciens[1]. 

D‟ailleurs l‟étude de tel systeme en physique avant d‟être simuler  revient a l‟étude de la 

fameuse équation établie par Erwin Schrödinger en 1925[2]. En fait, la connaissance des propriétés 

électroniques de tel système permet d‟obtenir des informations sur les caractéristiques structurales, 

mécaniques, électriques, vibrationnelles, thermiques et optiques. Cependant, à cause du nombre 

très élevé des interactions, sa résolution devient une tâche très difficile voir impossible. Pour cela, 

on fait appel à des approximations inspirés par une simulation numérique dont le but est de 

simplifier la résolution de l‟équation caractéristique du système à plusieurs particules[1]. 

Dans le cadre de cet objectif, les méthodes traditionnelles dans les théories des structures, 

en particulier la théorie de Born-Oppenheimer et de Hartree-Fock, l‟approximation de Fermi-

Thomas, la méthode de Slater, la théorie  fonctionnelle de la densité DFT  ainsi que d‟autres 

approximations, seront mentionnées dans ce chapitre. Puisqu‟on va travailler principalement avec 

la méthode FP-LAPW. Nous en donnerons ici un flash [1]. 

II.1 Formulation 

Dans un système à plusieurs corps (ou particules) où siègent des interactions entre 

électrons, la solution de l‟équation de Schrödinger n‟est accessible qu‟au prix de certaines 

approximations. Plusieurs méthodes existent et leur objectif commun est de résoudre cette 

équation, c'est-à-dire de déterminer l'énergie (E) quantité primordiale de l‟état électronique, mais le 

problème réside toujours dans la connaissance de la fonction potentielle, décrite par : 

 EH                                                                       (II-1) 

               Toute ces méthodes sont basés sur le développement de la fonction d‟onde (Ψ )sur une 

base bien défini. Et pour un bon choix de fonctions de base donné, la résolution de l‟équation 

précédente revient à déterminer les coefficients du développement pour les orbitales occupés qui 

minimisent l‟énergie totale  

Parmi ces bases on peut citer[3]. 
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II.1.1 Base localisée autour d'un site atomique 

C'est par définition la base la plus proche des considérations de la chimie. En effet, la notion 

de caractère orbitalaire associé à un atome donné est aisément déductible d'une telle approche. Ces 

fonctions de base ont pour particularité d'être centrées sur les atomes. Elles sont de façon générale 

composées d'une partie radiale (Gaussienne, orbitales de Slater, ..) et d'une partie angulaire 

(harmoniques sphériques). De ce fait, leur mise en équation est ardue. Par contre, elles donnent 

assez aisément accès au caractère des orbitales (bandes) en interaction, s, p, d et f. 

II.1.2 Base délocalisée 

Les ondes planes sont idéales du point de vue du physicien, car elles ne préfigurent en rien 

la forme de la fonction d‟onde finale. Il est de plus aisé de les mettre en équation et l‟augmentation 

du nombre d‟ondes planes entraîne une plus grande précision dans le calcul. C'est là le véritable 

avantage des méthodes ayant des ondes planes comme fonction de base, car elles sont les plus 

simples à mettre en œuvre[1] 

II.1.3 Base mixte 

Ce type de base est à la fois composé de fonctions localisées autour des sites atomiques et 

de fonctions délocalisées entre les atomes. Elles sont de ce point de vue à l'interface entre les bases 

de la chimie et de la physique. En effet, elles offrent à la fois la possibilité d'utiliser un langage en 

terme d'orbitales et sont également suffisamment flexibles pour pouvoir décrire correctement la 

fonction d'onde près des noyaux et entre les atomes.  

Dans le présent chapitre, les effets relativistes seront négligés et par conséquent l‟équation 

de Dirac ne sera pas présentée. Nous allons discuter des différents niveaux d‟approximations 

nécessaires à la résolution de l‟équation précédente pour un système complexe. Ces approximations 

communes à ces méthodes sont les suivantes. L‟approximation adiabatique (Born-Oppenheimer) 

consiste en la séparation des mouvements nucléaires et électroniques. Et l‟approximation 

orbitalaire, qui en Hartree-Fock se révèle à travers la décomposition de la fonction 

multiélectronique en un produit de fonctions spin orbitales mono- électroniques[1]. 

II.2 Résolution de l’équation de Schrödinger 

II.2.1 Procédure classique 

Comme nous venons de le mentionner, l‟équation de Schrödinger permet de rendre compte 

du comportement de systèmes constitués de particules élémentaires (électrons et noyaux). En 

physique des matériaux, il sera possible d‟étudier la structure de bandes des matériaux.  Trois 

termes fondamentales propres au système sont réunis dans cette équation : l‟opérateur Hamiltonien, 

H, l‟énergie, E, et la fonction d‟onde Ψ. Il nous semble essentiel, dans un premier temps, de 

résumer les différentes  étapes habituellement suivies lors de la résolution de cette équation pour un 
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système constitué de M noyaux et de N électrons [3-6].  La signification des symboles le plus 

utilisés dans ce manuscrit est donnée dans l’encadré 1. L‟ensemble des formules utilisées au cours 

de ce chapitre sont exprimées en unités atomiques (u.a.)( voir encadré 2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Encadré 1 : Quelques symboles utilisés 

 

 

 

 

 

 

 

 

T : énergie cinétique 

V : énergie potentielle 

T̂  : opérateur cinétique 

V̂  : opérateur potentiel 

Ĥ  : opérateurhamiltonien 

  : fonction d‟onde multi- électronique 

  : fonction d‟onde mono- électronique 

i et j : indice électronique 

 et   : indice nucléaire 

Z  : charge nucléaire 

r    : indique une distance ou une position 

    : densité électronique   
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Encadré 2 : Unités utilisés 

II.2.2 Identification des différentes contributions présentes dans l’hamiltonien 

L‟opérateur H représente les différentes contributions à l‟énergie totale du système. Soit un 

système constitué de N électrons (él) et de M noyaux (noy), l‟opérateur hamiltonien sera tel que : 

noynoyélélélnoynoyél VVVTTH 











                                         (II-2) 

Soit 
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i                          (II-3) 

Comme le montrent ces deux équations, cet opérateur peut être décomposé en deux contributions, 

cinétique et potentielle. La partie cinétique est constituée de deux termes, élT  pour les électrons et

noyT  pour les noyaux. Au niveau des contributions à l‟énergie potentielle, l‟interaction 

électrostatique attractive entre les électrons et les noyaux élnoyV  est stabilisante, alors que les 

interactions électrostatiques entre électrons élélV  et entre noyaux noynoyV  sont répulsives et donc 

déstabilisantes. La cohésion d‟une structure découle de la combinaison de chacun de ces termes. 

Une illustration est donnée sur la figure 2.2. 

Quantité              Unité atomique                   Valeur dans SI                      Symbole (nom) 

Masse               Masse de l‟électron au repos           kg3110*1094.9 

em  

Charge              Charge élémentaire                       C1910*6022.1                               

Action               Constante de Planck sJ.10*0546.1 34   

Longueur          
2

04

eme


m1110*2918.5 

0a  

Energie             
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ame
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(Unités atomiques) 

Les équations utilisées dans ce manuscrit sont exprimées en unités atomiques (u. a.).  
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Figure II.1 :  Passage d’un problème à N noyaux et M électrons à un problème à N électrons. 

Le système étudié est un réseau carré constitué de M=9 noyaux (sphères noires) et de N électrons 

(filaments entrelacés). Les N électrons sont représentés par un filament car ils sont indissociables 

et indiscernables [3]. 

A ce stade l‟opérateur hamiltonien est dépendant de (N+M) particules en interaction. Un 

premier niveau d‟approximation peut être atteint en considérant la différence de masse entre les 

électrons et les noyaux [ref S. Kouidri Polycopie Méthodes de calcul de la structure électronique 

(2016) 93 pages.II.2.3 Approximation de Born-Oppenheimer 

Cette approximation se base sur le fait que la masse d‟un noyau quelconque est nettement 

supérieure à celle de l‟électron. Pour cette raison, le mouvement des noyaux par rapport aux 

électrons peut être négligé, c‟est-à-dire que les noyaux seront considérés comme figés. Dans ce 

contexte, l‟énergie cinétique des noyaux est nulle ( noyT =0) et l‟énergie Coulombienne ( noynoyV  ) 

due à la répulsion entre noyaux  devient une constante figure 2.2. A ce stade, nous passons d‟un 

problème pour lequel il nous fallait résoudre l‟équation de Schrödinger d‟un système à N électrons 

+ M noyaux, à la résolution de l‟équation de Schrödinger pour un système à N électrons ressentant 
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le potentiel des noyaux (potentiel extérieur, 
extV et noynoyV  ). L‟hamiltonien ne contient alors que des 

contributions de types mono électronique ( élT et élnoyV  ) et biélectronique ( élélV  ) : 

élélélnoyélélec VVTH 







                                                                   (II-4) 

soit 
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                                                (II-5) 

Il est à noter que les deux représentations N électrons en interaction +M noyaux et N 

électrons en interaction dans lequel le potentiel extérieur (dû aux noyaux) sont équivalentes d‟un 

point de vue formel [ref : S. Kouidri Polycopie Méthodes de calcul de la structure électronique 

(2016) 93 pages. 

II.2.3 Approximation orbitalaire 

L‟approximation orbitale, introduite par Hartree en 1928 [7,8], consiste à découpler les 

électrons en développant la fonction d‟onde solution de l‟équation I-1 en un produit de 2n fonctions 

mono électroniques, cette situation correspond à un modèle de particules indépendantes dans lequel 

chaque électron se déplace dans un champ moyen crée par les noyaux et la densité électronique 

moyenne des autres électrons. Cela signifie que chaque électron ressent les autres en moyenne. Or 

pour décrire complètement la distribution des électrons selon que le spin soit up ou down, nous 

réécrire cette fonction en  terme d‟orbitale et spin par : 

)()(),( srsrélec                                               (II-6) 

où r et s sont les coordonnées d‟espace et de spin, respectivement. 

Afin que cette fonction soit antisymétrique Hartree et Fock ont trouvé une forme plus exacte : 

)()(.....).........()(

)()(......).........()(

!

1
),(

1111

nnnn

élec
srsr
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n
sr




                          (II-7) 

Sous forme de déterminant.  

II.2.4 Principe variationnel 

    Il nous faut résoudre l‟équation de Schrödinger pour élecH , de sorte à déterminer l‟énergie ( élecE ) 

et la fonction d‟onde ( élec )  propre au système. Or, en pratique, il n‟est pas possible d‟accéder de 

manière exacte à ces quantités. Au contraire, la fonction d‟onde du système à l‟état fondamental (

fond ) peut être obtenue en recherchant l‟énergie correspondante ( fondE ) qui obéit à un principe 

variationnel. Autrement dit, dans le cas où la fonction d‟onde ( test ) n‟est pas celle de l‟état 
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fondamental, il lui correspondra une énergie (
testE ) supérieure à celle de l‟état fondamental. La 

stratégie pour accéder à l‟énergie de l‟état fondamental et à sa fonction d‟onde se résume donc à 

minimiser la fonctionnelle E[
élec ] pour des fonctions d‟onde à N électrons [4].  

En effet, si nous  considérons  la valeur moyenne de H dans l‟état 
élec  : 

elecelec

elecelec H
H




                                                         (II-8) 

comme une fonctionnelle du vecteur d‟état elec , et nous calculons son accroissement H  

lorsque   elecelec   , où elec  est supposé infiniment petit. Pour cela nous écrivons (II-8) 

sous la forme : 

elecelecelecelec HH                                            (II-9) 

et nous différencions les deux membres de cette dernière égalite : 

elecelecelecelecelecelecelecelecelecelec HHHH   ][  

soit, puisque  H est un nombre : 

elecelecelecelecelecelec HHHHH                  (II-10) 

La valeur moyenne de H  sera stationnaire si : 

0H                                                 (II-11) 

ce qui signifie d‟après : 

0 elecelecelecelec HHHH                  (II-12) 

Posons : 

elecHH  ][                                    (II-13) 

l‟égalité (II-12) s‟écrit alors simplement : 

0  elecelec                                (II-14) 

Cette dernière relation doit être vérifiée pour  tout  ket infinitésimal elec  ; en particulier, si l‟on 

choisit : 

 elec                                   (II-15) 
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où  est un infiniment petit réel, (II-14) devient : 

02                                         (II-16) 

le ket   est donc de norme nulle et par suite nécessairement nul ; ceci entraîne compte tenu de la 

définition (II-8) : 

elecelec HH                                    (II-17) 

II.3. Méthodes de calcul 

Revenons à notre équation (II-1), elle représente un problème à n corps  et la difficulté 

réside dans l‟absence d‟une expression analytique de la fonction potentielle V (r). Pour lever cette 

difficulté nous allons décrire les différentes méthodes nécessaires pour la détermination des états 

énergétiques des électrons. Nous en donnons un bref aperçu ci-après[1] 

II.3.1 Méthode des électrons presque libres 

Pour comprendre les propriétés des états quantiques du solide, on part des solutions de 

l‟équation (I-1) dans le cas où le potentiel cristallin V(r) est faible (presque nul) et on l‟introduit 

comme une perturbation  par rapport au terme de l‟énergie cinétique T : 

)()( rVrT                                                                       (II-18) 

On obtient ainsi des solutions  qui sont des combinaisons linéaires d‟ondes planes 

kcr
k

kk




 )(                                                               (II-19) 

Avec rkiek


.2/1 ,  étant le volume de la maille élémentaire. Dans cette approche, les 

coefficients 
k

c  sont variés jusqu‟à ce que les valeurs propres de l‟hamiltonien soient minimisées. 

Une condition suffisante est : 

0)(
''


kkkk
ESHDet                                                          (II-20) 

k


et 'k


 variant sur les n valeurs de k


 dans l‟équation (I-19)   

'
'

kHkH
kk


  et                                                                 (I-21) 

'
'

kkS
kk


  .                                                                        (II-22) 
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'kk
H  est l‟élément matriciel de la matrice hamiltonienne et 

'kk
S  représente l‟intégrale de 

recouvrement. Cependant, la matrice étant de dimension n*n, le déterminant séculaire de l‟équation 

(I-20) est une équation de degré n en E ; sa résolution permet d‟obtenir les n premières solutions. 

II.3.2 Méthode des Ondes planes (O. P. W.) 

L'idée forte de cette méthode des ondes planes est que seuls les électrons de valence 

contribuent à la liaison chimique et donc à un grand nombre de propriétés. De ce fait, il est possible 

de supprimer les électrons de cœur de la base, tout en conservant certaines propriétés de diffusion 

dues aux noyaux. Elle a nous toute les renseignements  possibles[9] sur le comportement de la 

fonction d‟onde à l‟intérieur du cœur atomique et loin de celui-ci. Pour cela considérons le 

développement (II-19) avec un léger changement de notation : 

Gkc
G

Gk




                                                              (II-23) 

Où 
k
  est la fonction d‟onde du cristal. 

De telles fonctions d‟onde se comportent comme des paquets d‟ondes mais ça sera le cas 

uniquement quand de très grands nombres d‟onde, c‟est-à-dire de très courtes longueurs d‟ondes, 

sont mis en jeu dans l‟équation (II-23). 

Le fait que la fonction d‟onde du cristal coïncide largement avec les fonctions de cœur près 

du noyau  signifie qu‟on doit aller jusqu‟à de fortes valeurs de G dans le développement; par 

conséquent le calcul prend alors beaucoup de temps ce qui n‟est pas satisfaisant puisque les 

fonctions de cœur présentent un intérêt mineur dans la calcul de la structure de bandes. La méthode 

O. P. W. permet d‟essayer de se défaire autant que possible de ces fonctions de cœur gênantes.  

Définissons d‟abord la notation que nous utiliserons. La lettre j désignera un site cristallin et la 

lettre s un état de cœur. Ainsi 

)( js rrjs


                                                                    (II-24) 

désigne une fonction de cœur au site j d‟énergie sE . 

Nous simplifions cette notation en posant : 

)( js rrjs


                                                           (II-25) 

avec sEE  . 
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Les états de cœur qui se diffèrent par la valeur de s sont orthogonaux car des fonctions 

propres différentes sur un même atome sont orthogonales. Les états de cœur qui se diffèrent par la 

lettre j sont orthogonaux car le recouvrement entre des états de cœur d‟atomes différents est faible.  

En conclusion : 

'''' ssjjjsjs 


                                                                  (II-26) 

''                                                                    (II-27) 

Orthogonalisation par rapport aux états de cœur  

L‟idée fondamentale de la méthode O. P. W. est qu‟une onde plane k


 peut être orthogonalisée 

par rapport aux états de cœur par l‟addition d‟un terme correctif convenablement choisi : 

kk
k




 



                                                            (II-28) 

k
k




 )1( 


                                                          (II-29) 

où 




  est l‟opérateur de projection sur les états de cœur 


 qu‟on appelle P. On pose 

l‟opérateur 






)1( égale à Q. 

Ces fonctions d‟onde orthogonalisées
k
  ont par construction des propriétés 

caractéristiques des états que nous cherchons. Elles sont en effet orthogonales aux états profonds. 

Elles représentent une partie très localisée qui oscille rapidement comme les fonctions du cœur 

atomique et, entre les atomes, elles ont l‟allure d‟ondes planes. La méthode O.P.W. consiste en 

premier lieu a chercher une solution de l‟équation de Schrödinger du cristal de la forme  

Gk
G

Gk
c 




                                                                              (II-30) 

II.3.3 Méthode du pseudopotentiel 

Nous revenons sur ce que nous avons dit sur la méthode des ondes planes, la conservation 

de l'effet des électrons de cœur sur les électrons de valence se fait en construisant des pseudo 

potentiels, définissant des pseudo atomes [10,13]. 

La construction d'un pseudo potentiel peut se résumer de la façon suivante : 

1. construction de la fonction d'onde tout électron à partir de calculs atomiques ; 
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2. pseudisation de la fonction d'onde : la pseudo fonction d'onde n'a pas de nœuds, elle est 

identique à la fonction d'onde vraie au-delà d'un rayon de coupure (rc). 

3. passage de la pseudo fonction d'onde au pseudo potentiel écranté : le pseudo potentiel écranté 

contient toute la contribution des électrons de valence ; 

4. désécrantage du pseudo potentiel : enlève la contribution des électrons de valence (ne traite 

qu'une partie des électrons de coeur) ; 

5. choix du rayon de coupure cr  : un pseudopotentiel est dit doux lorsque peu d'ondes planes sont 

nécessaires pour le décrire. Il est à noter que si le rayon de coupure augmente, alors la douceur du 

pseudopotentiel augmente et sa transférabilité diminue. Par transférabilité d'un pseudopotentiel, il 

faut entendre sa capacité à décrire correctement un atome dans différents environnements 

chimiques. 

La figure II.2résume les différentes caractéristiques d'une pseudofonction d'onde, d'une 

pseudodensité électronique et du pseudopotentiel vis-à-vis des quantités issues d'un calcul tout 

électron / potentiel complet. Tout d'abord chacune de ces pseudo-quantités diffère de la vraie en 

deçà du rayon de coupure cr  et est identique au-delà[1]. 
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Figure II.2 : Fonction d’onde, densité électronique et potentiel vrais comparés à ceux considérés 

dans la méthode du pseudo potentiel 

Les oscillations observées dans la région des électrons de cœur au niveau de la fonction 

d'onde vraie ne sont pas reproduites par la pseudofonction d'onde. En conséquence, la densité 

électronique dans cette région est également exempte de grandes variations. Le pseudopotentiel ne 

reproduit pas la forte diminution en 1/r et à une forme beaucoup plus douce. Un pseudopotentiel 

non-local utilise un potentiel différent pour chaque composante angulaire des fonctions d'onde. 

Dans ce cas, il est fonction de la distance par rapport au noyau et du moment angulaire l. Un 

pseudopotentiel ultra-doux est à norme non-conservée. L'avantage majeur de leur utilisation est 

qu'ils permettent de réduire considérablement le nombre d'ondes planes nécessaires afin de mener à 

bien un calcul. Leur utilisation rend plus aisé le traitement des éléments de transitions contenant 

des orbitales d localisés[1] 

En résumant on peut dire que la résolution de l‟équation II-1 amène l‟ensemble des 

solutions a être divisés en deux régions perpendiculaires. La première est située près du cœur, on la 
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note P, elle contient des électrons fortement liés et est caractérisée par une fonction qui oscille 

rapidement [14]. La seconde contient des électrons de valence et on la notre Q dans cette région la 

fonction d‟onde est identifiée à une onde plane. Cependant, la nécessité à ce que les états de 

valence soient orthogonaux à ceux du cœur engendre une énergie cinétique élevée qui contribue à 

un potentiel répulsif, ce dernier contraint les électrons de valence à rester loin du cœur.    

II.3.3.1Concept du pseudopotentiel 

Le point de départ de cette discussion est le développement O. P. W. des fonctions propres 

du cristal )(r
k


 . Celles-ci sont fonctions propres de l‟hamiltonien H du cristal, avec la valeur 

propre 
k

E   : 

)()( rErH
kkk


                                                          (II-31) 

On remplace la fonction d‟onde dans l‟équation (II-19) par une forme plus simple, cette 

dernière forme sera appelée pseudofonction d‟onde. De même, l‟hamiltonien H dans l‟équation 

sera remplacé par un pseudohamiltonien. 

La pseudofonction d‟onde est construite en éliminant l‟opérateur (1-P) de l‟équation  

Gkcr
G

Gk




 )(                                                         (II-32) 

)()1()( rPr
kk


                                                      (II-33) 

l‟équation aux valeurs propres prend maintenant la forme suivante : 

)()1()()1( rPErPH
kkk


                                             (II-34) 

)()()( rErPEHPH
kkkk


                                          (II-35) 

Ainsi, la pseudofonction d‟onde )(r
k


 est fonction propre de l‟hamiltonien modifié 

PEHPH
k
 qui apparaît dans l‟équation (II-35). 

Nous définissons maintenant le pseudopotentiel H‟ : 

H‟= PEHPH
k
                                                              (II-36) 

Et comme H=T+V, l‟expression finale du nouveau hamiltonien H‟ sera : 

PHEVTH
k

)('                                                         (II-37) 

L‟hamiltonien H‟ de l‟équation (II-37) est constitué de trois termes, le terme énergie cinétique, le 

terme énergie potentielle et le terme PHE
k

)(  . 



Chapitre II : Méthodes de calculs 
 

 

29 

 

Que signifie alors ce troisième terme ? 







  )()( HEPHE
kk

                                                (II-38) 









 )()( EEPHE
kk
                                                 (II-39) 

où 
E est l‟énergie de l‟état de cœur, elle est négative, et par conséquent le terme  )( HE

k
 P sera 

positif (potentiel répulsif). 

Posons  

PHEVV
kps )(                                                              (II-40) 

L‟hypothèse de base de la méthode du pseudopotentiel est la suivante : comme le potentiel 

cristallin V est attractif et donc négatif, le terme  )( HE
k
 P est positif et compense largement V. 

Le résultat de cette  compensation nous donne une faible quantité dite pseudopotentiel. La 

résolution de l‟équation (II-24) nécessite la connaissance de la forme du pseudopotentiel, Dans ce 

but, deux approches ont étés développées et qui sont toutes deux basées sur des résultats 

expérimentaux. Il s‟agit de l‟approche locale qui consiste à connaître la pseudofonction d‟onde 

)(r


 au point r et de l‟approche non locale qui consiste à connaître la pseudofonction d‟onde )(r


  

au point r et au voisinage de r ; ainsi, dans le cas l‟approche non locale, on doit connaître le 

gradiant )(r


 au point r : 

r
r

r
rrr












)(
)()(


                                                (II-41) 

II.3.4 Théorie de la fonctionnelle de la densité (DensityFunctionalTheory DFT) 

La DFT conduit a exprimé l‟énergie totale E valeur propre de l‟équation (II-1) comme étant 

fonctionnelle de la densité électronique du système  . Un de ces  grand objectif est de résoudre 

cette équation on ne faisant intervenir que l‟observable   au lieu de la fonction d‟onde. Pour cela 

nous allons donner une   expression analytique à cette  densité électronique )(r . 

Lors de l‟identification des  différentes contributions de l‟hamiltonien de l‟équation II-1, 

nous avons défini les électrons comme étant des particules indiscernables. En effet, on ne peut pas 

localisé l‟électron comme particules individuelle, mais c‟est sa probabilité de présence dans un 

élément de volume rd 3   qui peut être estimée et qui correspond à cette densité électronique )(r . 

Alors nous pouvons écrire : 
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            (II-42) 

 Cette quantité contient assez d‟information possible pour d‟écrire le système physique 

étudié vis-à-vis la fonction d‟onde état propre de notre hamiltonien qui dispose moins 

d‟information  comme exemple elle ne peut pas d‟écrire correctement la liaison chimique du 

système voir figure II-4, 

 

Figure II.3 : Présentation de la densité électronique. 

 c‟est pour cette raison que plusieurs tentatives ont été proposées ( Thomas-Fermi), mais c‟est 

Hohenberg et Khon[15,16]qui ont permet d‟énoncer deux théorèmes fondamentaux dont le premier 

postule qu‟à une densité électronique donnée correspond une fonction d‟onde unique ou potentiel 

extérieur unique  

 

Figure II.4 : Le premier théorème de Hohenberg et Khon 
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 Et si nous reprenons le cheminement que nous avons choisi précédemment lorsque nous avons 

exposé le principe variationnel, nous pouvons y ajouter cette densité électronique )(r  comme 

variable de départ définissant le nombre totale d‟électrons et le potentiel extérieur )(rVext
. 

L‟énergie totale E du système est donc : 

))(( rEE                                                                             (II-43) 

Que nous la pouvons réécrire en  séparant les parties qui dépendent du système ))(,( rVN ext  de 

celles qui ne le sont pas. 

))(())(())(())(( rVrVrTrE élnoyélélél   
                                     

(II-44) 

Avec rdrVrrV extélnoy

3)()())((  
                                                               

(II-45) 

Le deuxième postule que l‟énergie, fonctionnelle de la densité,  )(E , obéit au principe 

variationnel ce qui nous permet de répondre à une question comment pouvons-nous être sûr qu‟une 

densité donnée est celle de l‟état fondamental ? Nous commencerons par une énergie ))(( rE test , 

associée à toute densité d‟essai )(rtest , satisfaisant les deux conditions : 

Nrdretr testtest  
3)(0)( 

                                                          
(II-46) 

et associée à un potentiel extérieur )(rVext , est supérieure ou égale à l‟énergie associée à la densité 

électronique de l‟état fondamental, ))(( rE fond  

 

Figure II.5: Le deuxième théorème de Hohenberg et Khon. 

De là, nous pouvons tirer une relation entre le principe variationnel dans sa version fonction d‟onde 

et dans sa version densité électronique telle que : 

fondfondfondtesttesttest HrErEH   ))(())((
                         

(II-47) 
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Ceci nous permettra de dire que toutes les propriétés physiques d‟un système défini par ce potentiel 

externe )(rVext
 peuvent être déterminées  à partir de la densité électronique de l‟état fondamental, 

et que l‟énergie du système )(E  atteint sa valeur minimale quand )(r  est celle de l‟état 

fondamental.             

En conséquence de ces deux théorèmes il est possible de connaître totalement l‟état d‟un 

système électronique simplement en déterminant sa densité électronique et il est possible de 

rechercher cette densité pour l‟état fondamental en minimisant )(E . La mise en œuvre de ce 

calcul repose, sur la résolution des équations de Khon et Sham. Ces dernières se basent sur le 

passage d‟une fonction d‟onde à N électrons, à N fonctions d‟onde à un électron. Ceci permet 

d‟isoler la partie échange corrélation dans l‟hamiltonien total. Ainsi, la seule approximation dans 

l‟hamiltonien sera faite sur cette partie qui ne contribue que faiblement à l‟énergie totale. La 

résolution des équations de Khon et Sham se fait de manière auto cohérente. On donne une densité 

de départ qui permet de calculer le potentiel correspondant. Après résolution de l‟hamiltonien 

obtenu, on obtient l‟énergie et les valeurs propres et les vecteurs propres correspondants. Ces 

vecteurs propres permettent de recalculer une densité jusqu‟à convergence[1] 

II.3.4.1 Equation de Kohn et Sham 

            Chaque particule, élément du systéme auxiliaire, se comporte comme étant une particule 

dans un potentiel extérieur  KSV r


 tel que : 

 (II-48) 

Le premier terme  ionsV r


 est le potentiel des ions. Le second terme est le potentiel d‟interaction 

coulombienne des particules souvent note  HV r


et appelé potentiel de Hartree. 

Le troisiéme terme est le potentiel d‟échange corrélation noté  XCV r


.  

Les potentiels, les fonctions dondes de ces particules et la densité correspondante satisfont aux 

équations de Kohn et Sham qui sont formellement équivalentes au principe variationnel de 

Hohenberg et Kohn. Ces équations sont : 

 

 

 (II-49) 
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Les termes dans l‟expression de  KSV r


sont le potentiel  ionsV r


des ions. Le potentiel d‟interaction 

coulombienne  HV r


entre négatons (potentiel de Hartree) et le potentiel d‟échange–corrélation

 XCV r


. Les expressions formelles de  HV r


et de  XCV r


sont  

 

(II-50) 

 

 XCV r


est formellement la dérivée fonctionnelle de XC par rapport à  r


, l‟énergie totale du 

système négatonique peut être écrite sous la forme [16]. 

(II-51) 

Le plus problématique dans la mise en œuvre de la DFT est l‟évaluation du potentiel d‟échange-

corrélation  XCV r


, en d‟autres termes l‟évaluation de la fonctionnelle énergie d‟échange-

corrélation  XC r  
 


. Ce problème est résolu par l‟interaction de diverses méthodes 

d‟approximation justifiées par le fait que XC est en général petit devant les autres termes 

intervenant dans l‟expression de l‟énergie. Cette approche limite toutefois l‟efficacité de la 

DFTdans des systèmes pour lesquels les effets d‟échange-corrélation sont très importante et non 

locales. 

II.3.4.2 Méthode des ondes planes augmentées (Augmented Plane Waves ) 

      Cette méthode trouve ses origines dans les travaux de Slater[17]. La méthode APW 

(Augmented Plane Waves) est issue du constat suivant : la solution de l'équation I-1 pour un 

potentiel constant est une onde plane, tandis que pour un potentiel sphérique c'est une fonction 

radiale. Une façon de décrire un potentiel cristallin de type Muffin-tin est donc de diviser l'espace 

en deux régions : une première région (I) constituée de sphères centrées sur chaque site atomique 

dans lesquelles les fonctions d'ondes seront basées sur des fonctions radiales ; une seconde région 

(II), dite interstitielle, se situant entre les atomes et pour laquelle les fonctions de bases seront des 

ondes planes. 

 rrsirkGiCr
G

G 


  ))(exp(
1

)(
2/1

région II                                   (II-52) 
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où r représente le rayon de la sphère Muffin Tin,   le volume de la cellule, 
GC  et 

lmA les 

coefficients du développement en ondes planes et en harmoniques sphériques respectivement.  

La fonction  radiale )(rUl
 obéit à l‟équation suivante : 

0)())(
2

)1(

2
(

22

2




 rUErV
r

ll

dr

d
ll                                     (II-54) 

Où )(rV  est le potentiel Muffin-Tin et 
lE  est l‟énergie de linéarisation. 

Slater justifie ce choix particulier de )(r  équations (II-48) et (II-49)  en se basant sur le fait que 

les ondes planes sont solutions de l‟équation II-1 lorsque, le potentiel est constant et que, les  

fonctions orbitales lorsque le potentiel est sphérique (
lE  est la valeur propre de II-1). Le point 

commun entre les deux régions est le point responsable de la continuité de la fonction d‟onde  ou 

on peut déduire des relations entre les coefficients lmA  et 
GC  : 

En effet : 

)())((
)(

4 *

2/1
GKYRgKjC

RU

i
A lml

G

G

l

l

lm 


  




                 (II-55) 

Les fonctions étiquetées par G deviennent ainsi compatibles avec les fonctions radiales dans les 

sphères Muffin-Tin et on obtient alors ce qu‟on appelle des ondes planes augmentées (APWs). 

Cette méthode APWs présente un incovéniant au niveau de la relation de continuité voir équation  

car la fonction )(rUl  est au dénominateur et elle peut devenir nulle dans quelle que cas à la surface 

de la sphère de Muffin-Tin.  C‟est pour qu‟on fait appelle à une autre méthode plus efficace pour 

soulever ce problème.  

II.3.4.2 Méthode FP-LAPW 

Dans cette méthode les fonctions de base dans les sphères MT seront des combinaisons 

linéaires des fonctions radiales ),()( lml YrU  et de leurs dérivées ),()( ' lml YrU par rapport à 

l‟énergie.Cette dernière doit vérifie l‟équation suivante : 

)()())(
2

)1(

2
( '

22

2

rrUrrUErV
r

ll

dr

d
lll 


                        (II-56) 

Ces solutions seront augmentées et par suite deviennent des fonctions de base (LAPWs) de cette 

méthode : 

 rrsirkGiCr
G

G 


  ))(exp(
1

)(
2/1

                          (II-57) 
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 rrsirYrUBrUAr lmllml

lm

lm  )())()(()( '                           (II-58) 

Où les cœfficients
lmB  correspondent à leurs dérivées ')(rUl [ref : S. Kouidri Polycopie Méthodes de 

calcul de la structure électronique (2016) 93 pages. 

La méthode des ondes planes augmentées (APW), développée en 1937 par Slater[18], et 

après plusieurs modifications établies par Anderson[19], devient la méthode des ondes planes 

augmentées linéairement (FP-LAPW)). Pour décrire le potentiel cristallin, Slater introduit 

l‟approximation du potentiel Muffin-tin (voir figure II-7). A l‟intérieur des sphères, des potentiels 

de formes sphériques sont utilisés contre un potentiel plat (constant) en dehors, dans la région 

extérieure (interstitielle-figure II-8). Donc le potentiel s‟écrit sous la forme : 

U r =  
U r   pour   r ≤ rs

0         pour    r > rs

 .                                          (𝐈𝐈. 𝟓𝟗) 

 

Figure II.6 : L’approximation du potentiel Muffin-tin. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.7 : Régions de calcul de l’approximation du potentiel Muffin-tin. 

 

I    : Région des sphères 

II   : Région interstitielle 

III : Région du vide  
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II.4 : Principe de la méthode des ondes planes augmentées linéarisées (FP-LAPW)  

Dans un cristal, nous avons deux régions, la sphère de Muffin-tin qui est la première et 

l‟espace restant, représente la deuxième appelée l‟interstitielle. La fonction de base de la méthode 

(FP-LAPW) possède des ondes planes dans la région interstitielle et harmoniques sphériques dans 

les sphères. Les fonctions de base à l‟intérieur de la sphère sont des combinaisons linéaires des 

fonctions radiales 𝑈𝑙 𝑟 𝑌𝑙𝑚 (𝑟)et leurs dérivés 𝑈𝑙
  𝑟 𝑌𝑙𝑚 (𝑟)par rapport à l‟énergie. 

L‟expression donné par l‟équation (II.56) présente la fonction d‟onde pour les deux régions, 

oùAlm  et Blm sont des coefficients correspondant à la fonction  Ul  etU l, respectivement. 

∅ r  =

 
 
 

 
 

1

Ω
1

2 
 CG ei G   +K    r  r > r0

G

 (Alm Ul r +Blm U l r )Ylm  r 

lm

r < r0

.                                              (𝐈𝐈. 𝟔𝟎)   

Dans les méthodes APW et LAPW, les fonctions d‟ondes sont considérées comme étant des 

ondes planes dans la région interstitielle. Par contre à l‟intérieur des sphères, les fonctions LAPW 

sont plus adaptées que les fonctions APW. Certainement, dans la méthode LAPW, si l‟énergie de 

linéarisation El est différente un peu de l‟énergie de bande E, une combinaison linéaire reproduira 

mieux la fonction radiale. En revanche, la méthode APW conserve une seule fonction. Par 

conséquent, la fonction Ul peut être développée en fonction de sa dérivée U l et de l‟énergie El. Au 

voisinage de l‟énergie de linéarisation la fonction radiale peut être développée comme suit [ref : S 

Kouidri  „Methodes ab-initio et semi empiriques Editions Universitaires Europiennes978-620-2-

26407-5 2017:  

Ul E, r = Ul El , r +  E − El U l E, r + O E − El 
2.                                       (𝐈𝐈. 𝟔𝟏) 

La méthode (FP-LAPW) entraîne une erreur sur les fonctions d‟ondes de l‟ordre de 

O E − El 
2et une autre sur l‟énergie de bande de l‟ordreO E − El 

4. En dépit de cet ordre d‟erreur, 

les fonctions LAPW forment une bonne base qui permet, avec un seul El, d‟obtenir toutes les 

bandes de valence dans une grande région d‟énergie. La fenêtre énergétique se divise également en 

deux parties lorsque l‟obtention des bandes énergétiques est impossible. Cette astuce dans la 

méthode LAPW donne des simplifications par rapport à la méthode APW. 

II.5 : Wien2k 

Le code WIEN2K a été développé par Peter Blaha et Karlheinz Schwarz de l‟Institut de 

Chimie des Matériaux de l‟Université Technique de Vienne (Autriche). 
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II.5.1 : Les principaux programmes du code Wien2k 

Dans ce travail, nous avons exploité la méthode FP-LAPW, implémentée dans le 

codeWien2k [20]. Ce dernier est constitué de plusieurs programmes qui permettent d‟effectuer le 

calcul auto-cohérent (self-consistent), tel que : 

NN : C‟est un programme qui donne les distances entre les plus proches voisins, il aide àdéterminer 

le rayon atomique de la sphère . 

LSTART : Un programme qui génère les densités atomiques et détermine comment lesdifférentes 

orbitales sont traitées dans le calcul de la structure de bande, comme des états ducœur avec ou sans 

orbitales locales . 

SYMMETRY : Il génère les opérations de symétrie du groupe spatial, détermine le groupe 

ponctuel des sites atomiques individuels, génère l‟expansion LM pour les harmoniques duréseau et 

détermine les matrices de rotation locale . 

KGEN : Il génère une maille k dans la zone de Brouillin . 

DSTART : Il génère une densité de départ pour le cycle SCF par la superposition des 

densitésatomiques générées dans LSTART . 

Alors un cycle auto-cohérent est initialisé et répété jusqu'à ce que le critère de convergencesoit 

vérifié. Ce cycle s‟inscrit dans les étapes suivantes :  

LAPW0 : Génère le potentiel à partir de la densité . 

LAPW1 : Calcul les bandes de valence, les valeurs propres et les vecteurs propres . 

LAPW2 : Calcul les densités de valence. 

LCORE : Calcul les états du cœur et les densités . 

MIXER: Mélange la densité d‟entré et de sorti. 

 Bien que ces méthodes ab initiosont devenues aujourd‟hui un outil de base pour le calcul des 

propriétés électroniques et structurales des systèmes plus complexes. Nous allons restreindre notre  

étude à la méthode FP-LAPW basée sur la DFT.Nous en donnerons ici les demarche du code de 

Kohn[1]. 

II.5.2 : L’organigramme du code WIEN2K  

L‟organigramme des différents programmes utilisés dans la méthode FP-LAPW 

implementée dans le code WIEN2K est illustré sur la figure II.8. 
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Figure II.8 : Organigramme du code WIEN2K. 

 

Dans cette approche, les fonctions de distribution radiales utilisées pour construire la base 

sont exactes seulement pour l'énergie de la bande considérée (énergie de pivot). Toute la difficulté 



Chapitre II : Méthodes de calculs 
 

 

39 

 

de ce type de méthode est que cette fonction a une dépendance non linéaire vis-à-vis de l'énergie. Il 

est donc nécessaire de déterminer cette énergie de façon précise pour chaque bande avant de 

pouvoir résoudre l'équation séculaire, qui permet de déterminer les énergies des orbitales, plusieurs 

approximations ont été menés parmi eux on cite : 

II.6 Théorie de la Densité Local(LDA)  

L‟approximation la plus fréquente de la fonctionnelle d‟échange et de corrélation est le 

LDA, où Exc  est l'énergie d‟échange et de corrélation d‟un gaz électronique homogène de densité

( )r . 

  ( ) ( ( ))xc xcE r r dr     .                                                                                   (II.62) 

Où 0( ' , , ( ))g r r r  est la fonction de corrélation paire d'un système d'électrons homogène. 

L‟approximation de la densité électronique locale est :  

  ( ) ( )xc xcE r dr       .                                                                                    (II.63) 

Ici, xc est la contribution de l'échange et de corrélation dans l'énergie totale (par électron) d‟un gaz 

homogène d‟électrons en interaction avec la densité ( )r . Cette approximation est assez bonne 

quand ( )r  varie lentement [21]. L'expression d'interpolation pour xc  a été donnée par Hedin et 

Lundqvist[22]. 

II.7 L’approximation du gradient généralisé (GGA)  

L'approche LDA et LSDA est fondée sur le modèle du gaz d'électrons et suppose donc une 

densité électronique uniforme. Cependant les systèmes atomiques ou moléculaires sont le plus 

souvent très différents d'un gaz d'électrons homogène. De manière générale, on peut considérer que 

tous les systèmes réels sont inhomogènes c'est-à-dire que la densité électronique possède une 

variation spatiale. Les méthodes dites GGA,parfois aussi appelées méthodes non locales, ont été 

développées de manière à prendre en compte cette variation de la densité en exprimant non 

seulement les énergies d'échanges et de corrélation en fonction de la densité mais également de son 

gradient (c'est-à-dire sa dérivée première). De manière générale, l'énergie d‟échange-corrélation ne 

dépend non seulement de la densité en chaque point, mais aussi de son gradient. Elle est 

généralement donnée comme suit : 

Exc
GGA  ρ =  f ρ r  , ∇ρ r   d3r .                                                                                                        (𝐈𝐈. 𝟔𝟒) 

∇𝜌 r  : exprimé le gradient de la densité électronique. 

L‟approximation du gradient généralisé (GGA) a donné des résultats prometteurs par 

rapport à ceux de l‟approximation de la densité locale (LDA), cette remarque a été confirmée par 
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plusieurs articles notamment les travaux de Perdew et ces collaborateurs [23,24], appliqués sur 

plusieurs systèmes. A titre d‟exemple, la LDA a montré que le Fer, dans le système cubique à face 

centrée non magnétique, avait une énergie totale plus basse que celle dans le système cubique à 

base centrée, par contre l‟expérience a montré que le bcc-Fe ferromagnétique possède l‟état 

fondamental le plus bas qui a été, d‟ailleurs, confirmé par l‟approximation du gradient généralisé 

(GGA)[1]. 
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Introduction 

Nous arrivons à la partie la plus laborieuse de notre travail ou nous allons utiliser notre simulation 

numérique via le package WIEN2K[1]. Ce code numérique élaboré par le meilleur savant Kohn qui 

a pris plus de 25 ans de travail  de sa vie pour pouvoir convertir tous ce que nous avons vus au 

chapitre précédent a des équations numériques accessibles pour déterminer n‟importe quelle 

structure électronique de n‟importe quel matériax. Nous en donnerons ici les démarches. 

III.1 Les détails du calcul 

Bien que le package WIEN2K[1]est basé surla théorie de la fonctionnelle de la densité 

(DFT) via la méthode des ondes planes à potentiel linéarisé/augmenté (FP-L/APW), son exécution 

repose sur quelque data essentiels : les positions atomique, les groupes spatiaux et les rayons de 

MT et le choix des approximations qui traitent la densité électronique selon quelle est locale ou 

globale.  

Parmi ces approximationson trouve la plus fiable est l‟approximation du gradient 

généralisée (GGA) qui a été établie par Perdew-Burk-Ernzerhof (PBE) [2]. Les fonctions de base 

ont été choisit de tel façon que le produit  R_MT*K_max est pris égal à 7 (où K_max est le module 

maximal pour le vecteur de réseau réciproque et R_MTest le plus petit rayon de la sphère MT ). 

Pour les sphères MT non superposées, les valeurs RMT sont respectivement de 1,91, 1,28 et 1,49 

Bohr pour les atomes de Zr, Si et O. Le moment cinétique maximal pour l'expansion de la fonction 

d'onde à l'intérieur de la sphère muffin-étain a été confiné à lmax = 10. La densité de charge était 

Fourier dépensée jusqu'à Gmax=12. Les k-points spéciaux Monkorst-Pack dans le biseau 

irréductible de la zone de Brillouin (BZ) sont effectués pour 102k-points de mailles 10×10×10 ce 

qui équivaut à 1000 k-points dans BZ. L'énergie de coupure, qui définit la séparation des états de 

valence et de cœur, a été prise à -6,0Ry pour tous les composés et les calculs auto-cohérents sont 

considérés comme convergés lorsque l'énergie totale du cristal est convergée vers 10-4Ry. La 

cellule unitaire de ces composés est prise dans une structure cristalline tétragonale avec le groupe 

d'espace I41/amd(N=141), voir Figure III-1.Alors vue ce que nous avons exposé avant la 

détermination des propriétés structurales prend une place tres importante dans ce travail avant 

d'accéder à d'autres propriétés physiques telle que les proprietésélectroniques et optiques. 

Tous repose sur le paramètre de maille a0, le module de compression B0et sa dérivée 𝐵0
′ La 

détermination de ces paramètres et l‟ajustage de la courbe de l‟énergie totale en fonction du volume 

de la maille par l‟équation de Murnaghannous informe sur la vraie propriété structurale[3] 
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  (III.1) 

Où :    

0E  : L‟énergie d‟équilibre, 

0V  : Le volume d‟équilibre, 

0B  : Le module de compressibilité,  

'

0B  : La première dérivée du module de compressibilité. 

 

Tandis que n représente l‟ordre d‟ajustement. Pour un ajustement du second ordre ( 2)n , il est 

évident qu‟expérimentalement B0 = 4, dont la valeur est considérée habituellement entre 3 et 5. 

La constante du réseau de l‟équilibre est donné par le minimum de la courbe ( )E V , 

concernant le module de compressibilité
0B , ce dernier mesure la résistance à une modification du 

volume dans les solides et donne ainsi une estimation de la réponse élastique d‟un matériau à une 

pression hydrodynamique externe. La valeur 
0 ( )B V est liée à la courbure de la fonction ( )E V : 

 

2

0 2
( )  

P E
B V V V

V V

 
  

 
 (III.2) 

Où V est le volume de la maille unitaire, ( )E V est l‟énergie par maille unitaire en fonction du 

volume V, et P (V) est la pression nécessaire pour maintenir la maille unité au volume V. 

La dérivée du module de compressibilité '

0B est déterminée par l‟équation suivante :    
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 (III.3) 

III.2.1 Propriétés structurales et stabilité thermodynamiques 

Dans l‟ordre de prédire un nouveau composé de la famille des zircons, nous avons étudié 

les solutions solides ZrxSi1-xO2pour les tauxx= 0,25, 0,5 et 0,75 correspondant respectivement aux 

alliages ZrSi3O8, ZrSiO4 et Zr3SiO8. Alors en tracant l‟énergie totale du système en fonction du 

volume de la cellule unitaire et en la minimisant toute en annulant sa dériveé première et imposant 

la positivité de sa dérivée seconde nous obtenons les propriétés structurales qui aillent vers les 

alentoursde V0. Nos courbes d'optimisation de volume obtenues pour chaque composé, montrent 

bien que en se basant sur nos données ajustées par l'équation d'état de Murnaghan[3]nous avons pu 
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calculer les paramètres de réseau d'équilibre a ,c et le module de compressibilité et sa dérivée B et 

B‟.Nos résultats obtenus sont résumés dans le tableau III-1et sont comparés avec les données 

théoriques et expérimentales rapportées par la littérature.D‟apres le tableau III-1, les paramètres de 

maille (a et c) sont directement affectés par la variation de la concentration en zirconium (x), les 

paramètres de maille augmentent au fur à mesure que la concentration en zirconium augmente. 

Cette variation est due à la différence entre le rayon atomique du zirconium (RZr = 1,6 Å) par 

rapport à celui de l'atome de silicium substitué (RSi = 1,1 Å).  

L'augmentation de la taille des composés s'accompagne de la diminution du module de 

masse lorsque le taux de zirconium est augmenté. Le module de masse nous renseigne sur la 

rigidité du cristal et sa résistivité à la contrainte mécanique. En effet, pour une plus grande valeur 

de module de compressibilité, les matériaux perdent leur rigidité et deviennent moins résistants à la 

contrainte de cisaillement. Selon nos résultats (voir tableau III-1), les matériaux ZrxSi1-xO2 

deviennent rigides et plus compressibles lorsque la concentration de zirconium augmente. 

Généralement, les propriétés calculées de l'état fondamental de l'alliage ZrSiO4 (x = 0,5), telles que 

les constantes de réseau d'équilibrea ,c et les modules de compressibilité sont en bon accord avec 

les résultats expérimentaux et théoriques disponibles dans la littérature[4-8].Selon notre étude nous 

avons remarqué que pour certaine alliages (ZrSi3O8 et Zr3SiO8) un manque de données 

expérimentales et  théoriques apparait. Nos résultats présentent une estimation et par conséquant 

des prédictions reste a les prouver par l‟expérience[4-8]. 

 

(a)                                                                     (b)                                                                           (c) 

 

FigureIII.1: Structure cristalline de (a) ZrSi3O8, (b) ZrSiO4 and (c) Zr3SiO8 
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Pour assurer la stabilité des composés du titre, nous avons examiné la stabilité 

thermodynamique à travers le calcul de l'énergie de cohésion (Ecoh) et de l'enthalpie de formation 

(Hfor) en utilisant la formule suivante[9,10] : 

 
𝐸𝐶𝑜(𝑍𝑟𝑥𝑆𝑖1−𝑥𝑂2)𝑡𝑒𝑡𝑟𝑎 =  𝐸𝑡𝑜𝑡

𝑍𝑟𝑥𝑆𝑖1−𝑥𝑂2 −  4𝑥𝐸𝑍𝑟
𝑎𝑡𝑜𝑚 +  4 1 − 𝑥 𝐸𝑆𝑖

𝑎𝑡𝑜𝑚 + 8𝐸𝑂
𝑎𝑡𝑜𝑚                           (𝟐)

𝐻𝑓𝑜𝑟 (𝑍𝑟𝑥𝑆𝑖1−𝑥𝑂2)𝑡𝑒𝑡𝑟𝑎 =  𝐸𝑡𝑜𝑡
𝑍𝑟𝑥𝑆𝑖1−𝑥𝑂2 −  4𝑥𝐸𝑍𝑟

𝑠𝑜𝑙𝑖𝑑 +  4 1 − 𝑥 𝐸𝑆𝑖
𝑠𝑜𝑙𝑖𝑑 + 4𝐸𝑂2

𝑔𝑎𝑠
                            (𝟑)

  

 

Où : 𝐸𝑡𝑜𝑡
𝑍𝑟𝑥𝑆𝑖1−𝑥𝑂2est l'énergie totale pour les alliages indiqués. Les (𝐸𝑍𝑟

𝑎𝑡𝑜𝑚 , 𝐸𝑆𝑖
𝑎𝑡𝑜𝑚 and 𝐸𝑂

𝑎𝑡𝑜𝑚 ) sont 

l'énergie totale des atomes (zirconium, silicium et oxygène), (𝐸𝑍𝑟
𝑠𝑜𝑙𝑖𝑑 , 𝐸𝑆𝑖

𝑠𝑜𝑙𝑖𝑑  and 𝐸𝑂2

𝑔𝑎𝑠
) ainsi que 

l'énergie totale de (solid zirconium, silicium solide et oxygène gazeux), respectivement, dans leurs 

structures entières. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.2: Optimisation des volumes pour les composés ZrSi3O8, ZrSiO4 and Zr3SiO8utilisant 

l'approximation GGA. 

Toutes les quantités mentionnées dans la formule sont obtenues en effectuant un potentiel 

précis d'approximation GGA-PBE-sol-06[11]. Les valeurs obtenues de Ecoh et Hforsont résumées 

dans (Table III-1). des signes négatifs qui indiquent que les alliages du titre présentent une bonne 

stabilité thermodynamique, de plus, ces alliages ont pu être synthétisés facilement au 

laboratoire[12,13]. 

Pour comprendre la stabilité dynamique des alliages étudiés ici en connaissant leur 

comportement thermique, nous avons étudié la propriété des phonons à l'aide du package 

Phonopy[14] interfacé avec le code WIEN2k. Un atome du cristal est déplacé de sa position 

d'équilibre et en obtenant des structures cristallines perturbées, les propriétés dynamiques du réseau 

ont été analysées en termes de fréquences de phonons en tant que dérivée de second ordre de 

l'énergie totale par rapport aux déplacements atomiques [15,16]. Les courbes de dispersion des 
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phonons, il existe deux modes de phonons, le mode optique et le mode sonique. Le mode optique 

(une fréquence plus élevée) est obtenu lorsque deux atomes adjacents différents se déplacent l'un 

contre l'autre tandis qu'en mode sonique (une fréquence plus basse), ils se déplacent ensemble. 

Table III-1: Paramètres de réseau calculés a(Å), c(Å), module de masse B (GaP), dérivée de la 

masse Bp, énergie de cohésion ECoh(eV) en utilisant l'approximation GGA. *∆H calculé en 

utilisant l'approximation généralisée du gradient Perdew-Burk-Ernzerhof 2006 pour les solides. 

Parameters Compounds 

   ZrSi3O8                      ZrSiO4                        Zr3SiO8 

Notre travail Notre 

travail 

autre 

travail 

Notre travail 

Constantes de réseau (a) 6.441 (Å)
 [28]

 6.682(Å)
 [28]

 6.700
[4] 

6.603
[5] 

6.679 
[6]

 

6.616 
[7] 

6.870 (Å)
 [28]

 

Constantes de réseau (c) 6.072 (Å)
 [28]

 6.04 (Å)
 [28]

 6.012
[4] 

5.978
[5] 

6.044 
[6]

 

6.015 
[7] 

6.819 (Å)
 [28]

 

Module de compressibilité(B( 

GPa )) 

217.233
[28]

 222.85
[28]

 224.000
[7] 

225.000
[8]

 

172.555
[28]

 

Dérivée du module de 

compressibilité (Bp) 

3.917
[28]

 4.040
[28]

 4.170
[7] 

4.053
[28]

 

Énergie cohésive ECoh(eV/atom) -6.84
[28]

 -7.48
[28]

  -7.53
[28]

 

 

Enthalpie de formation 

(eV/atom) 

-2.63
[28]

 -2.87
[28]

  -3.01
[28]

 

Les phonons sont des vibrations de réseau quantique formées par le mouvement collectif de 

nombreux atomes dans un réseau cristallin. L'énergie totale des phonons est calculée à l'aide de 

l'équation suivante : 

𝐸 = 𝑛𝑤                                                                          (III-4) 
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w est la fréquence angulaire de la vibration, n est le nombre de phonons et E est l'énergie totale. 

Afin de prédire la phase stable et métastable de ces composés, nous avons utilisé pour 

calculer les courbes de dispersion des phonons en utilisant une supercellule avec 24 atomes et 200 

k-point .La Fig.3. montre que nos calculs confirment que le zircon est le seul silicate de zirconium 

thermodynamiquement stable et l'absence de fréquences de phonons imaginaires vérifie avec 

succès que la phase (I41/amd-ZrSiO4, I41/amd-Zr3SiO8 et I41/amd-ZrSi3O8 ) est dynamiquement 

stable . 

 

FigureIII.3: Courbes de dispersion des phonons pour ZrSi3O8, ZrSiO4 et Zr3SiO8 à pression 

ambiante. 
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III.2.2 Propriétés électroniques 

III.2.2.1 Structure de bandeset densité d'état 

Nous présentons la structure électronique des composés étudiés pour une structure 

cristalline de groupe d'espace I41/amd. Les structures des bandes électroniques sont calculées le 

long des points de haute symétrie de la première zone de Brillouin (pointsΓ,X,Mand R)ainsi que les 

densités totales et partielles d'états sont projetées sur le même axe d'énergie pour les alliages 

ZrSi3O8, ZrSiO4 et Zr3SiO8, respectivement. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FigureIII.4: Structure de bande et densités totales / partielles d'état (TDOS / PDOS) du composé 

ZrSi3O8 en utilisant l'approximation GGA. 
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FigureIII.5: Structure de bande et densités totales / partielles d'état (TDOS / PDOS) du composé 

ZrSiO4 en utilisant l'approximation GGA. 

A partir des courbes des densités partielles d'états (PDOS), nous observons que la bande de 

valence de Zr3SiO8 , ZrSi3O8 et ZrSiO4 est principalement dominée par l'état 2p-O avec une 

faible contribution des états 3p-Si et 4d-Zr. 

La densité d‟état partielle de nos alliages montre que la bande de conduction est domminée 

par la forte contribution de l'état 4d-Zr avec l'orbitale2p-O et une faible contribution de l'état 3p-Si. 

Elle présente des pics : un pic principal (A) pour Zr3SiO8 situé à -0,75 eV du dessous du niveau de 

Fermi  induit par la présence de l'orbitale 2p de l'atome d'oxygène, 

Un pic (B) situé à -2,71 eV construit par le mélange de l'orbitale 4d de l'atome Zr et de 

l'orbitale 2p de l'atome d'oxygène, et un pic (C) situé à -5,98 eV formé par la présence de l'orbitale 

2p de l'oxygène et de l'atome de silicium.  

Au-dessus du niveau de Fermi, un pic principal (D) situé à 4,22 eV formé principalement 

par la contribution des orbitales 4d-Zret 2p-O. De plus, on peut en déduire que les orbitales 2p-Oet 
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4d-Zr sont responsable de la transition électronique de la valence à la bande de conduction avec 

une large bande interdite à caractère indirecte (Γ-M) de 3,675 eV. 

Pour le composé hypothétique ZrSi3O8, nous observons deux pics importants, le premier 

dans la bande de valence de pic (A) situé à -0.75 eV et construit par le mélange d'orbitale 4d-Zr 

et2p-O, le second dans la bande de conduction appelé pic (B ) situé à 3,34 eV et formé par 

l'hybridation de l'orbitale 4d-Zr, 2p-Si et 2p-O. Il est bien connu que ces orbitales 2p-O, 4d-Zr et 

2p-Si sont responsables de la transition électronique de l'état occupé à l'état inoccupé en donnant 

une bande interdite à caractère directe (Γ- Γ) de 2,008 eV. 

 

FigureIII.6: Structure de bande et densités totales / partielles d'état (TDOS / PDOS) du composé 

Zr3SiO8 en utilisant l'approximation GGA. 

En passant au composéZrSiO4, nous observons clairement que sa bande de valence est 

dominée principalement par les orbitales 4d-Zr et 2p-O,  caractérisé par un pic (A) situé à -0,90 eV. 

Tandis que sa bande de conduction présente un pic (B) situé à 4.72eV,  formé principalement par 

les orbitales (4d-Zr et 2p-O). Sa bande interdite est à caractère indirecte de 4,565eV située dans la 

direction Γ-M. 
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Tableau III-2 : Bande interdite calculée et nature de nos composés ZrSi3O8, ZrSiO4 et Zr3SiO8, en 

utilisant l'approximation GGA. 

Composés 

Énergie de gap (eV) 

Notre travail Autre travail 

Valeur Direction Valeur Direction 

ZrSi3O8 2.008
[28]

 Direct Γ- Γ
[28]

   

ZrSiO4 4.565
[28]

 Indirect Γ- M
[28]

 4.43
[4] 

4.45
[17] 

4.64
[7] 

4.84
[3] 

6.50
[18] 

 

 

Indirect
[7]

 

Zr3SiO8 3.675
[28]

 Indirect Γ- M
[28]

   

 

Pour mieux comprendre l'effet du taux de zirconium (x) sur la bande interdite des alliages 

ZrxSi1-xO2, nous avons étudié, sur la Figure III-7, l‟évolution du gap (bande interdite) en fonction 

du taux x et plus précisément pour des compositions de 0.25, 0.50 et 0.75. Nous observons que la 

bande interdite de ZrSiO4 (correspondant x=0,50) présente une réduction lorsque le taux de 

zirconium commence à augmenter de 0,25 à 0,75. Cela nous permet de conclure que la bande 

interdite des alliages ZrxSi1-xO2 présente une optimisation.  

Pour beaucoup plus de précision vous réferez autableau III-2 ou les données théoriques et 

expérimentales sont disponibles dans la littérature[3, 4,7,17,18] .Nos résultats avec une estimation 

assez grande sont en bon accord avec les investigation stableau III-2. 
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Figure III.7: Énergie d'écart par rapport aux concentrations x. 

III.2.2.2 La densité de charge 

Dans l‟ordre de s‟informer sur la nature de la liaison et son caractère nous avons présentes 

la densité de charge de ZrSiO4, Zr3SiO8 et ZrSi3O8. Nous avons étudié sa projection sur des plans 

(hkl), en utilisant l'approximation GGA qui nous aide a calculer aussi sa variation via la dérivée de 

la liaison.  

Nos résultats obtenus sont affichés sur la figure III-8 de nature topo logiquement similaire. 

Ces résultats montrent aussi que sa distribution via la distance est pratiquement sphérique autour de 

l'atome Zr, ce qui montre que les niveaux 4d-Zr sont entièrement remplis. Tandis que la 

distribution  autour de l'atome Si est à semi-sphérique, ce qui illustre que les niveaux 2p-Si sont 

partiellement remplis.  

Nous remarquons un chevauchement entre les états des atomes Zr, Si et O ce qui indique 

que la nature est purement covalente et une grande rigidité de nos composés. 
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FigureIII.8: Densités de charge des composés ZrSi3O8, ZrSiO4 et Zr3SiO8 en utilisant 

l'approximation GGA 

III.2.3 Les propriétés optiques 

Notons que les propriétés optiques des matériaux jouent un rôle très important dans la 

connaissance des applications technologique et notamment industrielles. Alors la connaissance de 

l'originalité et de la nature des différents processus d'excitations nous permet de mieux comprendre 

l‟effet de l'interaction lumière-matière. D‟ailleurs, l‟énergie lumineuse se scinde en 3 parties  

absorbée, réfléchie et diffusé. Ces processus constituent la réponse optique du matériau et peuvent 

être caractérisés par la fonction diélectrique complexe qui présente un rôle important. Cette 

fonction diélectrique s'écrit dans la formule complexe [19] : 
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ε (ω) = ε1 (ω) + i ε2 (ω)                                                            (III-5) 

Où 휀1(ω) est la partie réelle de la fonction diélectrique complexe, liée à la polarisation du milieu, et 

휀2(ω) est la partie imaginaire qui caractérise l'absorption du matériau. 

La partie imaginaire 휀2(ω) peut être calculée à partir de l'élément de matrice d'impulsion entre les 

fonctions d'onde occupées et inoccupées dans les règles de sélection tandis que la partie réelle 

휀1(ω) de la fonction diélectrique complexe peut être obtenue en utilisant la relation de Kramers-

Kronig[20]. Les parties imaginaire et réelle de la fonction diélectrique (ω) sont données par : 

휀2
𝑖𝑗

=
4𝜋2휀2

𝛺𝑚2𝜔2
  𝑘𝑛𝜍 𝑝𝑖 𝑘𝑛′𝜍 

𝑘𝑛𝑛 ′ 𝜍

 𝑘𝑛′𝜍 𝑝𝑗  𝑘𝑛𝜍 𝑓𝑘𝑛  1 − 𝑓𝑘𝑛 ′  𝛿 𝑒𝑘𝑛 − 𝑒𝑘𝑛 ′ − ℏ𝜔        (𝐈𝐈𝐈 − 𝟔) 

휀1 𝜔 = 1 +
2

𝜋
𝑃  

휀2 𝜔′ 𝜔′𝑑𝜔′

𝜔′2 − 𝜔2
                                                         (𝐈𝐈𝐈 − 𝟕)

∞

0

 

Un paramètre important de cette fonction ε1(ω) est celle de fréquence nulle ε1(0) appelée 

constante diélectrique statique (où seule la contribution électronique est prise en compte) est liée au 

gap électronique et expliquée par le modèle de Penn [21, 22]donné par l'expression suivante : 

휀1 0 ≈ 1 +  
ħ𝜔𝑝

𝐸𝑔
                                                                                    (𝐈𝐈𝐈 − 𝟖) 

Où ħωp est l'énergie du plasma ; un petit écart d'énergie donne une grande valeur de ε1(0) . 

Toutes les autres constantes optiques telle que le coefficient d'absorption α(ω), l'indice de 

réfraction n(ω), le coefficient d'extinction k(ω), la réflectivité R(ω) et la perte d'énergie L(ω) sont  

calculées  via휀1(ω) et 휀2 (ω) [23-26] : 

α ω =
2 π

λ
K ω (𝐈𝐈𝐈 − 𝟗) 

𝑛 ω =   
휀1 𝜔 

2
+

 휀1
2 𝜔 + 휀2

2 𝜔 

2
 

1

2

(𝐈𝐈𝐈 − 𝟏𝟎) 

𝑘 ω =   −
휀1 𝜔 

2
+

 휀1
2 𝜔 + 휀2

2 𝜔 

2
 

1

2

(𝐈𝐈𝐈 − 𝟏𝟏) 

𝑅 𝜔 =   
 ԑ(ω) − 1

 ԑ(ω) + 1
 

2

=  
(𝑛 − 1)2 +  𝑘2

(𝑛 + 1)2 +  𝑘2
(𝐈𝐈𝐈 − 𝟏𝟐) 

𝐿 𝜔 =   
휀2 𝜔 

휀1
2 𝜔 + 휀2

2 𝜔 
 (𝐈𝐈𝐈 − 𝟏𝟑) 
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III.2.3.1 La fonction diélectrique 

La figure III-9 montre l'évolution des parties réelles 휀1(ω) et imaginaires 휀2(ω) de la 

fonction diélectrique des composés ZrSi3O8, ZrSiO4 et Zr3SiO8 calculées à l'aide du GGA. Nous 

remarquons l‟existence de deux polarisations : une ordinaire (selon la direction x et y) et l‟autre 

extraordinaire (selon la direction Z) et ceci selon la relation suivante : 

휀1,2 𝜔 =
휀𝑋 𝜔 +  휀𝑌 𝜔 +  휀𝑍 𝜔 

3
 (𝐈𝐈𝐈 − 𝟏𝟒) 

L'analyse du spectre 휀2(ω) (Figure III-(9.b)) montre que le premier point critique se produit 

à environ 1,78, 2,92 et 1,95 eV pour ZrSi3O8, ZrSiO4 et Zr3SiO8 respectivement. Ce point 

représente le seuil des transitions directes entre le maximum de la bande de valence et le minimum 

de la bande de conduction Γv-Γc pour ZrSi3O8 et les transitions électroniques indirectes Γv-Mc 

pour les alliages ZrSiO4 et Zr3SiO8 ; c'est ce qu'on appelle le seuil d'absorption fondamental. Cela 

signifie que la conductivité électrique de ces composés peut s'améliorer à partir d'énergies 

d'excitation élevées. La contribution la plus importante à ce seuil peut probablement être attribuée 

aux transitions inter-bandes formées par transfert d'électrons entre les états occupés, dominés par 

les états O-p, et les états inoccupés formés par l'hybridation des états Si-p et Zr-d. 

Le pic principal, qui reflète le maximum d'absorption, est situé à 7,63, 7,27 et 6,03 eV pour 

les composés ZrSi3O8, ZrSiO4 et Zr3SiO8 respectivement. 

La figure III-(9.a) illustre la variation de la partie réelle ε1(ω) de la fonction diélectrique en 

fonction de l'énergie pour les composés ZrSi3O8, ZrSiO4 et Zr3SiO8. Nous avons remarqué que 

pour tous ces composés la fonction ε1(ω) augmente jusqu'à des valeurs maximales à une certaine 

énergie. Ensuite, il diminue progressivement et devient négatif aux valeurs d'énergie suivantes : 

10,65 eV (ZrSi3O8), 9,54 eV (ZrSiO4) et 7,91 eV (Zr3SiO8), où la dispersion à ces valeurs 

d'énergie est nulle et donc l'absorption est maximale. Les valeurs de la constante diélectrique 

statique ε1(0)  des composés ZrSi3O8, ZrSiO4 et Zr3SiO8 sont présentés dans le tableau III-3. 
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FigureIII.9: Partie réelle et imaginaire de la fonction diélectrique de ZrSi3O8, ZrSiO4 et Zr3SiO8 

en utilisant l'approximation GGA. 

Suite a notre étude,  et vue l‟inexistence des données expérimentales nous concluons que les 

valeurs de ε1(0) augmentent avec la diminution de l'écart d'énergie Eg . Ce résultat peut être 

expliqué par le modèle de Penn [21, 22]. 

Tableau III-3 :Constante diélectrique statique calculée ε1(0), indice de réfraction statique n(0) et 

coefficient de réflectivité statique R(0) pour les composés ZrSi3O8, ZrSiO8 et Zr3SiO8. 

Compound 1(0) n(0) R(0) (%) 

    ZrSi3O8 3.58 1.91 9.53 

   
    ZrSiO4 3.43 1.87 8.93 

   
    Zr3SiO8 4.16 2.02 11.71 

   

III.2.3.2 Le coefficient d'absorption 

Les spectres d'absorption linéaire de nos composés  vue en haut sont présentés sur la figure 

III-(10.a). Le seuil d'absorption, correspondant à la bande interdite d'énergie, commence à environ 

3,11 eV, 4,62 eV et 3,88 eV pour ZrSi3O8, ZrSiO4 et Zr3SiO8 respectivement. Ce seuil 

d'absorption est dû aux transitions électroniques des états O-2p occupés situés au sommet des 
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bandes de valence vers les états 4Zr-d vide qui dominent la partie inférieure de la bande de 

conduction. Le premier pic du spectre d'absorption se produit à 6,38 eV pour ZrSi3O8, 5,63 eV 

pour ZrSiO4 et 6,46 eV pour Zr3SiO8. Nous concluons que nos composés se caractérisent par une 

très faible absorption dans le domaine visible. 

III.2.3.3Indice de réfraction n(ω) et coefficient d'extinction k(ω) 

L'indice de réfraction n(ω) et le coefficient d'extinction k(ω) obtenus pour ces composés 

sont portés sur les figures III-(10.b) et III-(10.c). A partir de ces chiffres, nous pouvons voir que le 

profil de ces dernières quantités est presque similaire pour ces composés. Dans le visible [1,59 eV- 

3,26 eV] l'indice de réfraction de ces composés varie entre (1,91-2,14) pour ZrSi3O8 et (1,84-2,02) 

pour ZrSiO4 et (2,06-2,36) pour Zr3SiO8. Dans la région ultraviolette [3,26 eV-12,4 eV], ces 

spectres diminuent avec l'augmentation de l'énergie des photons.The value of staticrefractive index 

n (0) for ZrSi3O8, ZrSiO4 and Zr3SiO8 are 1.91, 1.87 and 2.02 respectively (show Table. 3). The 

refractive index spectra show that the values of these compounds reach a maximum value of 2.39, 

2.71 and 2.85 at energies 5.40, 5.07 and 4.23 eV, respectively. 

Le coefficient d'extinction K(ω) représente le phénomène d'absorption dans l'indice de 

réfraction complexe, il est directement lié au coefficient d'absorption. Le coefficient d'extinction 

commence à croître à partir d'un seuil qui est représenté par le gap optique ; ce seuil est égal à 2,07 

eV pour ZrSi3O8 et 4,61, 3,79 pour les composés ZrSiO4 et Zr3SiO8 respectivement. 

III.2.3.4Réflectivité R(ω) et fonction de perte d'énergie des électrons L(ω) 

La réflectivité de la lumière est importante dans le calcul des propriétés optiques, les figures 

III-(10.d) et III-(6.e) illustrent les spectres de réflectivité optique R(ω) et les spectres de perte 

d'énergie électronique L(ω) pour ZrSi3O8, ZrSiO4 et Zr3SiO8, respectivement. L'analyse des 

spectres de réflectivité R(ω), montre que la réflectivité commence à augmenter à partir d'une valeur 

relativement basse 9,53% pour ZrSi3O8, 8,93% pour ZrSiO4 et 11,71% pour Zr3SiO8, dans le 

visible, tous ces composés présentent une faible réflectivité (moins de 15%). Ensuite, la réflectivité 

diminue rapidement pour des énergies plus élevées. Cela signifie que ces substances se comportent 

comme des semi-conducteurs. Le coefficient de réflectivité statique R(0) pour ces matériaux est 

présenté dans le tableau III-3 
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FigureIII.10: Variation de : (a)coefficient d'absorptionα(ω), (b) indice de réfraction 

n(ω),(c)coefficient d'extinction k(ω) , (d)réflectivité R(ω), et (e)perte d'énergie L(ω ) en fonction de 

l'énergie pour ZrSi3O8, ZrSiO4 et Zr3SiO8 en utilisant l'approximation GGA. 

La fonction de perte d'énergie électronique L(ω) d'un matériau est un paramètre important 

décrivant la perte d'énergie d'un électron rapide traversant le matériau. Dans ce cas, nous 

représentons le L(ω) pour un intervalle d'énergie [0 –13,5 eV]. Les pics apparaissant dans le spectre 

L(ω) représentent une propriété associée à la résonance plasma provoquée par une oscillation 

collective d'électrons de valence se produisant à la fréquence plasma ω_p[27]. Les pics importants 

de la fonction L(ω) sont situés à des énergies de 10,05 eV pour ZrSi3O8, 11,33 eV pour ZrSiO4 et 

13,05 eV pour Zr3SiO8 correspondant à des réductions brutales de R(ω). 
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Conclusion générale 

Dans ce travail de thèse, nous nous sommes intéressés a l‟étude des propriétés 

optoélectroniques de la famille des alliages  ZrxSi1-xO2 a base de l‟oxygène avec x est constante 

stœchiométrique variant de 0.00 a 1.00. Ces composes qui peuvent trouver diverse applications 

dans le domaine de la technologie moderne et plus particulièrement dans le domaine de la détection 

de la lumière dans la gamme ultraviolette résultent de la combinaison de deux composes binaire 

SiO2 et ZrO2. 

 Ce travail a permis d‟élucider le statut actuel des calculs en théorie de la fonctionnelle de 

la densité base sur la méthode des ondes planes linéarisées (FP-LAPW). Une méthode qui repose 

sur plusieurs approximations  en particulier celle du gradient conjugué (GGA) appartient  a 

l‟ensemble des méthodes  dite ab-initio  trouve ces applications numériques via un code nomme 

wien2k permet de compléter, voire même se substituer aux données expérimentales.  

 Dans la première partie de cette these nous avons réalisé une série de calculs ab initio 

pour déterminer diverses propriétés optoelectronique  de (ZrO2, SiO2, ZrSiO4, Zr3SiO8 et 

ZrSi3O8). Les paramètres de maille, le module de compressibilité ainsi que sa dérivée par rapport à 

la pression qui montré une bonne concordance avec les datas expérimentales [4-8,17, 28]  

Nos résultats trouves de la structure électronique confirme la nature directe et indirecte du 

gap qui est de l‟ordre de 4,565 eV et 3,675 eV dans la direction Γ–M. Cependant, ZrSi3O8 a une 

bande interdite directe de 2,008 eV dans la direction Γ–Γ., montrant ainsi leur utilité dans le 

domaine le domaine de la technologie actuel. 

Afin d‟approfondir notre compréhension de la composition steochiometrique de nos 

composés tel que  ZrSiO4, Zr3SiO8 et ZrSi3O8 nous avons calculé l'indice de réfraction, le 

coefficient d'absorption, le coefficient d'extinction, la réflectivité et la perte d'énergies. Les résultats 

trouves nous en conduit a déduire que le ZrSiO4, Zr3SiO8 et ZrSi3O8 sont de bon candidat pour la 

construction de  détecteurs de lumière dans des gammes spécifique.  
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Abstract
Herein, we present our numerical results of  ZrxSi1-xO2 solid solutions (with x = 0–1) in order to predict new tetragonal 
hypothetical compounds from Zircon family. We have used the full-potential linearized augmented plane waves method 
based on the density functional theory DFT within GGA approximation as implemented in WIEN2k code to investigate the 
structural and optoelectronic properties of the named compounds. We have studied, in first step, the properties of the  ZrSiO4 
compound, where the obtained results are compared to several theoretical and experimental investigations. Secondly, we 
have predicted new hypothetical compounds for the Zircon family  ZrSi3O8 and  Zr3SiO8 which crystallize in  I41/amd space 
group. Whatever, the chemical stability of the alloys under study was checked with both formation enthalpy and cohesive 
energy. Furthermore, the phonon dispersion results indicated this aspect also. The electronic properties reveals a strong p-
d covalent hybridization between Zr and O. The  Zr3SiO8 compound exhibits a large indirect band gap, while the  ZrSi3O8 
presents a direct band gap of 2.008 eV at Γ point. The optical quantities inspired from the dielectric function calculation are 
also calculated and discussed in details.

Keywords ZrSi3O8 · Zr3SiO8 · Ab-initio study · FP-LAPW · Optoelectronic properties

1 Introduction

The zircon family alloys are indispensable materials for their 
diverse technological applications not only in electronics 
field but also in metallurgical industry and chemical indus-
try [1, 2]. The zirconium oxide compound  (ZrO2) is used to 
manufacture a catalyst system for the desired carbon dioxide 
conversion and others chemicals reactions [2]. In the recent 
years, the zirconium silicate alloys have been attracted the 
attentions of the experimental and the theoretical researcher 
groups [3–5] due to their interest electronic and optical prop-
erties. One of the most zircon family alloys studied is the 
ZrSiO4 which it can be crystallized on two phases accord-
ing the pressure value, the first one is the zircon phase at 
ambient pressure (at low pressure) but when compressed 
under hydrostatic pressure it converts into scheelite phase. 
The scheelite type ZrSiO4 was first synthesized by Reid 
and Ringwood [6] and was confirmed by Liu [7] at pressure 
up to 20 GPa. The  ZrSiO4 has a wide band gap (in order 
of 4.43 eV), large band offsets, low thermal conductivity 
and low coefficient of thermal expansion [8] these useful 
proprieties make it a good candidate for high-temperature 
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devices and anti-oxidation protective coatings [9–11]. On 
the other hand, the measurement of the optical properties 
shows that the ZrSiO4 has a high dielectric permittivity (in 
order 7.9–13), a high refractive index (in order 1.93–2.01) 
and exhibits a strong dispersion which makes it as preferred 
opacifier for the ceramic glaze industry [12], those impor-
tant characteristics can be used to manufacturing electronic 
devices to avoid the direct tunneling current induced by the 
continuous minimization of complementary metal-oxide 
semiconductor devices [13]. The most apparent interest on 
this compound is the presence of Si atom that makes them 
interfaced with silicon system with high stability [14].

Other stoichiometric materials derivative of the zirconia 
family alloys, the  ZrxSi1-xO2 alloys, where x is the variable-
composition between Zr and Si atom, at the limit (X= 0 and 
1) all possible is ZrO2–SiO2 compounds. Among a num-
ber of crystalline forms of ZrO2–SiO2 at ambient pressure 
and zero Kelvin, Zhang et al. [1] reported that the  ZrSiO4, 
 Zr3SiO8 and  ZrSi2O6 are stable or metastable crystal struc-
tures of zirconium silicates. The  ZrSi2O6 and  Zr3SiO8which 
can also be an axis of research, some papers in the literature 
show that these compounds have a significantly ionic bond-
ing character, a high refractive index (~ 2.4) and a higher 
dielectric constant compared to the other Zr-based materi-
als and are insulators [1, 2]. If the dielectric constant, band 
gap and breakdown field are simultaneously optimized these 
compounds will be an excellent energy storage material for 
electronic applications and give a new feature to investiga-
tion a high dielectric material.

Today and by the mean of the density functional theory 
(DFT), we can investigate the physical properties of these 
varieties of materials and gives good estimation results to 
confirm the useful one in experiment works. The research of 
the electronic properties of derivatives zirconium silicates 
presents a wide field of investment not only for the physics 
of materials but also for general physics. It can be used also 
as a solid electrolyte in oxygen scavengers [2], as thermal 
barrier coating applications [8] and as nuclear waste con-
tainment [15].

In the literature, the physical and chemical properties of 
zircon  (ZrSiO4) have been investigated in great detail with 
theoretically and experiment study but a few works have 
been reported about  ZrxSi1-xO2. In order to exploit it in the 
technological domain, a best knowledge of its properties is 
necessary, that motived us to investigate, in great detail, the 
physical proprieties of these alloys.

In this paper, we present our study on the structural 
and the optoelectronic proprieties of  ZrxSi1-xO2 alloys for 
x = 0.25, 0.50 and 0.75. In first step, the crystalline structure 
of the compound  ZrSiO4 is considered as reference and by 
varying the rate x, we predict the new tetragonal hypotheti-
cal  ZrSi3O8 and  Zr3SiO8 compounds, where we focus our 
attention also to find the most stable structure through the 

calculation of the energy total of the ground state, thermody-
namic stability and dynamic stability. Secondly, we investi-
gate their optoelectronic properties in the objective to know 
their potential applications.

2  Calculation method

For the present study, we employed the WIEN2k package 
[16] in the framework of the density functional theory (DFT) 
and based on the full potential-linearized/augmented plane 
wave (FP-L/APW) method to investigate the optoelectronic 
properties of our compounds. The generalized gradient 
approximation (GGA) established by Perdew-Burke-Ernzer-
hof (PBE) [17] was used for the exchange correlation poten-
tial. Some relevant input parameters for the self-consistent 
field (SCF) initialization are taken from the convergence 
test such as muffin-tin (MT) spheres radius and number of 
k-point in the irreducible Brillouin zone (IBZ), etc. For the 
basis function the RMTKmax is taken equal to 7 (where Kmax 
is the maximum modulus for the reciprocal lattice vector and 
RMT is the smallest MT sphere radius). For non-overlapping 
MT spheres, the RMT values are 1.91, 1.28 and 1.49 Bohr 
for Zr, Si and O atoms, respectively. The maximum angular 
momentum for the wave function expansion inside the muf-
fin-tin sphere was confined to lmax = 10. The charge density 
was Fourier expended up to Gmax = 12. The Monkorst-Pack 
special k-points in the (IBZ) is performed for 102 k-points of 
10 ×10 × 10 meshes which equivalent to 1000 k-points in BZ. 
The cut off energy, which defines the separation of valence 
and core states, was taken as − 6.0 Ry for all compounds 
and the self-consistent calculations are considered to be 
converged when the total energy of the crystal is converged 
 to10−4 Ry. The unit cell for these compounds are taken in 
tetragonal crystalline structure with the space group  I41/amd 
(N = 141), (Fig. 1).

3  Results and discussions

3.1  Structural properties and thermodynamic 
stability

In order to predict a new compound from zircon family, 
we have studied the  ZrxSi1-xO2 solid solutions for the rate 
x = 0.25, 0.5 and 0.75 which corresponding the  ZrSi3O8, 
 ZrSiO4 and  Zr3SiO8 alloys. The structural properties are 
investigated by the calculation of the total energy as a func-
tion of the unit cell volume around the equilibrium volume 
V0. Figure 2 shows the volume optimization curves obtained 
for each compound, whereas the data are fitted by the follow-
ing Murnaghan's equation of state [18] in order to calculate 
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the equilibrium lattice parameters a, c and the bulk modulus 
and its derivative BandBp , respectively:

where, E(V) is the total energy,V is the unit cell volume.
The obtained results are summarized in Table  1 

together with the theoretical and experimental data 
reported in the literature. In view of this table, the lat-
tice parameters (a and c) are directly affected by the 
variation of the zirconium concentration (x), we can 
see that the lattice parameters increased when the zir-
conium concentration increases, this variation is due 
to the difference between the atomic radius of zirco-
nium (RZr = 1.6 Å) compared to that of substituted atom 
of silicon (RSi = 1.1 Å). The increase in the size of the 

(1)

E(V) = E0 +
B

BP

(
BP − 1

)
[
V

(
V0

V

)BP

− V0

]
+

B

BP

(
V − V0

)

compounds is accompanied by the decrease in the bulk 
modulus when the rate of zirconium is enhanced. The 
bulk modulus informs us about the rigidity of the crystal 
and its resistivity to the mechanical strain. In fact, for 
greater value of bulk modulus, the materials loss their 
rigidity and become less resistant to the shear strain. 
According to our results (See Table 1), the  ZrxSi1-xO2 
materials become rigid and more compressible when the 
zirconium concentration increases. Generally, the calcu-
lated ground state properties of  ZrSiO4 alloy (x = 0.5), 
such as the equilibrium lattice constants a, c and the bulk 
modulus are in good agreement with the available experi-
mental and theoretical results in the literature. Where, in 
the best of our knowledge, there are no experimental or 
theoretical data available for the other alloys  (ZrSi3O8 
and  Zr3SiO8), hence our results are the first theoretical 
prediction for these materials.

Fig. 1  Crystal structure of a  ZrSi3O8, b  ZrSiO4 and c  Zr3SiO8

Fig. 2  Volume optimization for  ZrSi3O8,  ZrSiO4 and  Zr3SiO8 compounds using GGA approximation
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To ensure the stability of the titled compounds, we have 
examined the thermodynamic stability through the calcula-
tion of the cohesive energy (Ecoh) and the formation enthalpy 
(ΔHfor) using the following formula [23, 24]:

where: EZrxSi1−xO2

tot
 is the total energy for the titled alloys. The 

( Eatom
Zr

 , Eatom
Si

 and Eatom
O

 ) are the total energy of (zirconium, 
silicon and oxygen) atoms, ( Esolid

Zr
 , Esolid

Si
 and Egas

O2
 ) also the 

total energy of (solid zirconium, solid silicon and oxygen 
gas), respectively, in their whole structures.

All the mentioned quantities in formula are obtained 
via performing an accurate potential of GGA-PBE-sol-06 
approximation [25]. The obtained values of both  Ecoh and 
ΔHfor are summarized in (Table 1). It seems clear that all 
the predictive results with negative signs which indicate that 
the titled alloys in good thermodynamic stability, moreover, 
these alloys could be synthesize easily at laboratory [23, 24].

To understand the dynamical stability of herein studied 
alloys above knowing their thermal behavior, we have inves-
tigated the phonon propriety using the Phonopy package [26] 
interfaced with the WIEN2k code. An atom of the crystal is 
displaced from its equilibrium position and obtaining per-
turbed crystal structures, and the lattice dynamical properties 
were analyzed in term of phonon frequencies as a second-order 
derivative of the total energy with respect to atomic displace-
ments [27, 28]. In the phonon dispersions curves, there are 

⎧⎪⎨⎪⎩

ECoh

�
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�
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= E
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−
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Hfor
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+ 4E
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two modes of phonons, the optical mode and the sonic mode. 
The optical mode (a higher frequency) is obtained when two 
different adjacent atoms move against to each other, while in 
the sonic mode (a lower frequency), they move together.

The phonons are quantum lattice vibrations formed by 
the collective motion of many atoms in a crystal lattice. The 
total energy of the phonons is calculated using the following 
equation:

w is the angular frequency of the vibration, n is the number 
of phonons and E is the total energy. In order to predict the 
stable and metastable phase of these compounds, we have 
used to calculate the phonon dispersion curves using a 
supercell with 24 atoms and 200 k-point. Figure 3 shows 
that our calculations confirm that zircon is the only ther-
modynamically stable zirconium silicate and the absence 
of imaginary phonon frequencies part verifies with success 
that the phase  (I41/amd-ZrSiO4,  I41/amd-Zr3SiO8 and  I41/
amd-ZrSi3O8) are dynamically stable.

3.2  Electronic properties

In the following section, we will present our obtained 
result on the electronic properties which are mainly 

(4)E = nhw

Table 1  Calculated lattice 
parameters a (Å), c (Å), bulk 
modulus B (GaP), derivative 
of the bulk Bp, cohesive 
energy ECoh (eV) using GGA 
approximation

* ΔH
for

 calculated using generalized gradient approximation Perdew-Burk-Ernzerhof 2006 for solids

Parameters Compounds

ZrSi3O8 ZrSiO4 Zr3SiO8

Our work Our work Other work Our work

Lattice constants (a) 6.441 (Å) 6.682 (Å) 6.700 [1] 6.870 (Å)
6.603 [19]
6.679 [20]
6.616 [21]

Lattice constants (c) 6.072 (Å) 6.040 (Å) 6.012 [1] 6.819 (Å)
5.978 [19]
6.044 [20]
6.015 [21]

Bulk modulus (B (GPa)) 217.233 222.850 224.000 [21] 172.555
225.000 [22]

Derivative of the bulk (Bp) 3.917 4.040 4.170 [21] 4.053
Cohesive energy ECoh (eV/atom) − 6.84 − 7.48 – − 7.53
Formation  enthalpie* (eV/atom) − 2.63 − 2.87 – − 3.01
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determined by the calculation of the band structures, the 
density of states and the charge densities, this quantities 
allow us to deduce the nature and the value of the gap 
energy, the nature of the chemical bonds between the dif-
ferent elements constituting the material, the orbital con-
tribution of each atom in the conduction and valence bands 
and what states are dominate in the both bands.

3.2.1  Band structure and density of states

We present the electronic structure of the studied com-
pounds for a crystalline structure with space  groupI41/amd. 
The electronic bands structures are calculated along the high 
symmetry points of the first Brillouin zone (points Γ, X, M 
and R ) as well as the total and partial densities of states are 

Fig. 3  Phonon dispersion curves for  ZrSi3O8,  ZrSiO4 and  Zr3SiO8 at ambient pressure
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projected on the same energy axis. In Figs. 4, 5 and 6, we 
displayed together the bands structures and the total/partial 
densities of states of  ZrSi3O8,  ZrSiO4 and  Zr3SiO8 alloys, 
respectively.

From curves of the partial densities of states (PDOS), we 
can observe that the valence band of  Zr3SiO8,  ZrSi3O8 and 
 ZrSiO4 is mainly dominated by the p-O (oxygen) state with 
a weak contribution of p-Si and d-Zr states, where we can 
see clearly from partial DOS of all our alloys that the con-
duction band is constructed by the high contribution of d-Zr 
state with p-O orbital and a weak contribution of p-Si state. 
In detailed view of PDOS,TDOS and the band structure, at 
the bottom of the Fermi level, for  Zr3SiO8 alloys the main 
peak (A) of TDOS is located at − 0.75 eV which is induced 
by the presence of the 2p orbital of oxygen atom, the peak 
(B) situated at − 2.71 eV is constructed by the mixture of the 
d orbital of Zr atom and p orbital of oxygen atom, and the 

peak (C) situated at − 5.98 eV is formed by the presence of 
p orbital of oxygen and silicon atom. Above Fermi level, the 
main peak (D) in the band conduction is located at 4.22 eV, 
this peak is mainly formed by the contribution of d-Zr and 
p-O orbital. In addition, we can deduce that the p-O orbital 
and d-Zr are responsible for the electronic transition from 
valance to conduction band with an indirect large band gap 
(Γ-M) of 3.675 eV.

For  ZrSi3O8 alloy there are two important peaks, the 
first one in valance band is the peak (A) which is located at 
− 0.75 eV and constructed by the mixture of d-Zr and p-O 
orbital, the second one in conduction band is the peak (B) 
which is at 3.34 eV and formed by the hybridization of d-Zr, 
p-Si and p-O orbital. For this alloy  (ZrSi3O8), the p-O, d-Zr 
and p-Si orbital are responsible for the electronic transition 
from occupied state to unoccupied state, with direct band 
gap (Γ-Γ) of 2.008 eV.

Fig. 4  Band structure and total / partial densities of state (TDOS / PDOS) of  ZrSi3O8 compound using GGA approximation
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For  ZrSiO4 alloy, we see clearly that its valance band is 
dominated principally by d-Zr and p-O orbital, where this 
later create a peak (A) at − 0.90 eV. While its conduction 
band has a peak (B) located at 4.72 eV, which is formed by 
same orbital of valance band (d-Zr and p-O).  ZrSiO4 have an 
indirect band gap of 4.565 eV sited at Γ-M direction.

To understand further the effect of the zirconium rate (x) 
on the band gap of  ZrxSi1-xO2 alloys, we have plotted, in 
Fig. 7, the band gap versus the rate x for x = 0.25, 0.5 and 
0.75, we can see clearly that the band gap of  ZrSiO4 (cor-
responding x = 0.50) is reduced when the rate of zirconium is 
changed to 0.25 or 0.75, this result shows that the band gap 
of  ZrxSi1-xO2 alloys can be optimized to the desired value 
by the variation the zirconium concentration. The band gap 
value of herein studied alloys is summarized in Table 2 
together with the theoretical and experimental data avail-
able in the literature. It seems that our obtained results are 
in good agreement with those investigations.

3.2.2  Charge densities

In order to examine the bond character, the charged 
vacancies and the charge transfer in  ZrSiO4,  Zr3SiO8 
and  ZrSi3O8 alloys, we have investigated the projection 
of the charge densities on hkl plans, using GGA approxi-
mation. The obtained results are displayed in Fig. 8. The 
results of herein studied alloys are topologically similar. 
These results show that the distribution of charge den-
sity is spherical around the Zr atom which illustrates that 
the d-Zr level is entirely filled, where the distribution of 
charge densities around Si atom are roughly spherical, 
which illustrates that the p-Si levels are partially filled. 
Generally, there are over lapping of the electron density 
between the states of Zr, Si and O atoms which indicating 
the covalent nature of bonds between these atoms. The 
covalent bond can be explained by the high rigidity of our 
compounds.

Fig. 5  Band structure and total / partial densities of state (TDOS / PDOS) of  ZrSiO4 compound using GGA approximation
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Fig. 6  Band structure and total / partial densities of state (TDOS / PDOS) of  Zr3SiO8 compound using GGA approximation

Fig. 7  Gap energy versus x concentrations

Table 2  Calculated band gap and nature of our compounds  ZrSi3O8, 
 ZrSiO4and  Zr3SiO8, using GGA approximation

Compounds Gap energy (eV)

Our work Other work

Value Direction Value Direction

ZrSi3O8 2.008 Direct Γ-Γ
ZrSiO4 4.565 Indirect Γ-M 4.43 [1]

4.45 [29]
4.64[21]
4.84 [18]
6.50 [14]

Indirect [21]

Zr3SiO8 3.675 Indirect Γ-M
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3.3  Optical properties

The optical properties of solids are a very important for 
the fundamental research and the industrial applications, 
the knowledge of the origin and the nature of the different 
excitations processes allows to understand the effects of 
the interaction between the electromagnetic wave and the 
matter. A part of the light energy is absorbed, a second 
part reflected and another part passes through the solid by 
inelastic scattering. These processes constitute the optical 
response of the material and can be characterized by the 
complex dielectric function which has an important role 
in the study of optical properties. This dielectric function 
is written in the complex formula [30]:

where ε1(ω) is the real part of the complex dielectric func-
tion, related to the polarization of the medium, and ε2(ω) is 
the imaginary part that characterized the absorption of the 
material.

The imaginary part ε2(ω) can be calculated from the 
momentum matrix element between the occupied and 
unoccupied wave functions in the selection rules, while 
the real part ε1(ω) of the complex dielectric function can 
be obtained using the Kramers–Kronig relation [31]. The 
imaginary and real parts of the dielectric function (ω) are 
given by:

(5)�(�) = �1(�) + i�2(�)

Fig. 8  Charge densities of  ZrSi3O8,  ZrSiO4 and  Zr3SiO8 compounds using GGA approximation
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An important parameter of this function ε1(ω) is the zero-
frequency one ε1(0) called static dielectric constant (where 
only the electron contribution is taken into account) is 
related to the electron gap and explained by the Penn model 
[32, 33] given by the following expression:

where ħωpis the plasma energy; a small energy gap gives a 
large value of ε1(0).

All other optical constants such as absorption coefficient 
α(ω), refractive index n(ω), extinction coefficient k(ω), 
reflectivity R(ω), and energy loss L(ω) can be calculated 
using ε1(ω) and ε2(ω) by the following relations [34–37]:

We have calculated the optical properties of  ZrSi3O8, 
 ZrSiO4 and  Zr3SiO8 compounds on the basis of our elec-
tronic structure calculations by GGA approximation for a 
photon of energy up to 13.5 eV.

(6)�
ij

2
=

4�2
�
2

Ωm2�2

∑
knn��

kn�|pi|kn��kn��|pj|kn�fkn
(
1 − fkn�

)
�
(
ekn − ekn� − h�

)

(7)�1(�) = 1 +
2

�
P∫

∞

0

�2

(
�
�
)
�
�d��

��2 − �2

(8)�1(0) ≈ 1 +

(
ℏ�p

Eg

)

(9)�(�) =
2�

�
K(ω)

(10)n(�) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

�1(ω)

2
+

�
�
2
1
(ω) + �

2
2
(ω)

2

⎞
⎟⎟⎟⎠

1

2

(11)k(ω) =

⎛
⎜⎜⎜⎝
−
�1(ω)

2
+

�
�
2
1
(ω) + �

2
2
(ω)

2

⎞
⎟⎟⎟⎠

1

2

(12)R(ω) =

������

√
�(ω) − 1√
�(ω) + 1

������

2

=
(n − 1)2 + k2

(n + 1)2 + k2

(13)L(ω) =
|||||

�2(ω)

�
2
1
(ω) + �

2
2
(ω)

|||||

3.3.1  Dielectric function ε(ω)

Figure 9 shows the evolution of the real ε1(ω) and imaginary 
ε2(ω) parts of the dielectric function of  ZrSi3O8,  ZrSiO4, and 
 Zr3SiO8 compounds calculated using the GGA. We notice 
that we have two polarizations: ordinary (along the x and 
y direction) and extraordinary (along the Z direction). The 
average function is given by:

The analysis of the ε2(ω) spectrum (Fig. 9b) shows that 
the first critical point occurs at about 1.78, 2.92 and 1.95 eV 
for  ZrSi3O8,  ZrSiO4 and  Zr3SiO8, respectively. This point 
represents the threshold of direct transitions between the 
valence band maximum and the conduction band minimum 
Γv-Γc for  ZrSi3O8 and indirect electronic transitions Γv-Mc 
for  ZrSiO4 and  Zr3SiO8 alloys; this is known as fundamental 
absorption threshold. This means that the electrical conduc-
tivity of these compounds can improve from high excitation 
energies. The most important contribution to this threshold 
can probably be attributed to inter-band transitions formed 
by electron transfer between occupied states, dominated by 
O-p states, and unoccupied states formed by hybridization 
of Si-p and Zr-d states.

The main peak, which reflects the absorption maximum, 
is located at 7.63, 7.27 and 6.03 eV for  ZrSi3O8,  ZrSiO4 and 
 Zr3SiO8 compounds, respectively.

Figure 9a illustrates the variation of real part ε1(ω) of the 
dielectric function as a function of energy for the compounds 
 ZrSi3O8,  ZrSiO4 and  Zr3SiO8. We noticed that for all these 
compounds the ε1(ω) function increases to maximum val-
ues at certain energy. After that, it gradually decreases and 
becomes negative at the following energy values: 10.65 eV 
 (ZrSi3O8), 9.54 eV  (ZrSiO4) and 7.91 eV  (Zr3SiO8), where 
the dispersion at these energy values is zero and therefore 
the absorption is maximum. The values of the static dielec-
tric constant ε1(0) are an important quantity, which is given 
by the lower limit ε1(ω → 0) of the compounds  ZrSi3O8, 
 ZrSiO4 and  Zr3SiO8 are shown in Table 3.

To the best of our knowledge, there are no experimental 
data concerning these quantities in the scientific literature 
to be compared with our results. We find that the values of 
ε1(0) increase with decreasing energy gap Eg. This result can 
be explained by the Penn model [32, 33].

(14)�1,2(ω) =
�X(ω) + �Y(ω) + �Z(ω)

3
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3.3.2  Absorption coefficient α(ω)

The linear absorption spectra of the compounds under study 
are shown in Fig. 10a. The absorption threshold, correspond-
ing to the energy gap, starts at about 3.11 eV, 4.62 eV and 
3.88 eV for  ZrSi3O8,  ZrSiO4 and  Zr3SiO8, respectively. The 
absorption threshold is due to the electronic transitions from 
the occupied O-2p states located at the top of the valence 
bands to the empty Zr-d states that dominate the lower 
part of the conduction band. The first peak in the absorp-
tion spectrum occurs at 6.38 eV for  ZrSi3O8, 5.63 eV for 

 ZrSiO4 and 6.46 eV for  Zr3SiO8. It is confirmed that these 
compounds are characterized by very low absorption in the 
visible region.

3.3.3  Refraction index n(ω) and extinction coefficient k(ω)

The refractive index n(ω) and extinction coefficient k(ω) 
obtained for these compounds are plotted in Fig. 10b, c. 
From these figures we can see that the profile of these last 
quantities is almost similar for these compounds. In the 
visible range [1.59–3.26 eV] the refractive index of these 
compounds varies between (1.91 and 2.14) for  ZrSi3O8 and 
(1.84–2.02) for  ZrSiO4 and (2.06–2.36) for  Zr3SiO8. In the 
ultraviolet region [3.26 − 12.4 eV] these spectra decrease 
with the increase in photon energy.

The value of static refractive index n (0) for  ZrSi3O8, 
 ZrSiO4 and  Zr3SiO8 is 1.91, 1.87 and 2.02, respectively 
(show Table 3). The refractive index spectra show that 
the values of these compounds reach a maximum value 
of 2.39, 2.71 and 2.85 at energies 5.40, 5.07 and 4.23 eV, 
respectively.

Fig. 9  Real and imaginary part of the dielectric function of  ZrSi3O8,  ZrSiO4 and  Zr3SiO8 using GGA approximation

Table 3  Calculated static dielectric constant ε1(0), static refractive 
index n(0) and static reflectivity coefficient R(0) for  ZrSi3O8,ZrSiO8 
and  Zr3SiO8compounds

Compound ε1(0) n(0) R(0) (%)

ZrSi3O8 3.58 1.91 9.53
ZrSiO4 3.43 1.87 8.93
Zr3SiO8 4.16 2.02 11.71
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The extinction coefficient K(ω) represents absorption 
phenomenon in the complex refractive index, it is directly 
related to the absorption coefficient. The extinction coeffi-
cient starts to increase from a threshold which is represented 
by the optical gap; this threshold is equal to 2.07 eV for 
 ZrSi3O8 and 4.61, 3.79 for  ZrSiO4 and  Zr3SiO8 compounds, 
respectively.

3.3.4  Reflectivity R(ω) and electron energy loss function L(ω)

The reflectivity of light is important in the calculation 
of optical properties, Figs. 10d, 6e illustrate the optical 

reflectivity spectra R(ω) and the electron energy loss spec-
tra L(ω) for  ZrSi3O8,  ZrSiO4 and  Zr3SiO8, respectively. The 
analysis of the reflectivity spectra R(ω) shows that the reflec-
tivity starts to increase from a low relatively value 9.53% for 
 ZrSi3O8, 8.93% for  ZrSiO4 and 11.71% for  Zr3SiO8, in the 
visible region, all these compounds present a low reflectivity 
(less than 15%). Then, the reflectivity decreases rapidly for 
higher energies. This means that these substances behave 
like semiconductors. The static reflectivity coefficient R(0) 
for this materials is presented in Table 3.

The electron energy loss function L(ω) of a material is 
an important parameter describing the energy loss of a fast 

Fig. 10  Variation of: a absorption coefficient α (ω), b refractive index n (ω),c extinction coefficient k (ω), d reflectivity R (ω), and e energy loss 
L (ω) as a function of energy for ZrSi3O8, ZrSiO4 and  Zr3SiO8 using GGA approximation
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electron passing through the material. In this case, we repre-
sent the L(ω) for an interval of energy [0–13.5 eV]. The peaks 
appearing in the L(ω) spectrum represent a property associated 
with plasma resonance caused by a collective oscillation of 
valence electrons occurs at the plasma frequency �p [38]. The 
important peaks of the L(ω) function are located at energies 
10.05 eV for  ZrSi3O8, 11.33 eV for  ZrSiO4 and 13.05 eV for 
 Zr3SiO8 corresponding to abrupt reductions in R(ω).

4  Conclusion

In summary, we have studied the optoelectronic properties 
of  ZrxSi1-xO2 solid solutions (with x = 0−1) using the FP-
LAPW method within the generalized gradient approxi-
mation (GGA) for the exchange correlation potential. The 
ground state of properties is in good agreement with the 
experimental and theoretical available results for  ZrSiO4 
compound. According to the electronic properties,  ZrSiO4, 
 Zr3SiO8 and  ZrSi3O8 compounds show a semiconductor 
character. The  ZrSiO4 and  Zr3SiO8 compounds exhibit an 
indirect band gap of 4.565 eV and 3.675 eV, at Γ-M direc-
tion. However,  ZrSi3O8 has a direct band gap of 2.008 eV 
at Γ-Γ direction. For optical properties, we have calculated 
the refraction index, absorption coefficient, extinction coeffi-
cient, reflectivity and energy loss for all our alloys. Based on 
these prediction results and compare it with available experi-
mental and theoretical data, we can deduce that  ZrSiO4 com-
pound and its alloys  Zr3SiO8 and  ZrSi3O8 have a technologi-
cal potential for diverse applications and this study can light 
the way for more theoretical and experimental investigation 
for these popular alloys for various chemical and physical 
applications in materials sciences.
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