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Introduction

Ce polycopie regroupe une série de cours sur la mécanique du point matériel,
il est destiné aux étudiants de premiere année de I'université dans le domaine des
Sciences de la Matiere SM et sciences et technologie ST du systeme LMD. Il est
congu de fagon & aplanir au mieux les difficultés inhérentes au discours scientifique
tout en conservant la rigueur necessaire. Le cours qui présente les principales notions
a comprendre et a connaitre est accompagné d’illustrations et d’applications directes
afin d’assimiler immédiatement les notions traitées. il peut servir comme support a un
cours dispensé aux étudiants. C’est les cours qu’on assurait pendant une dizaine

d’années a ’université de Saida (faculté des sciences).

Ce présent travail est structuré en deux grandes parties. La premiere partie sera
consacrée a la cinématique, précédée par la définition des outils mathématiques qui
permettent de comprendre cette partie ainsi que le reste. La deuxieme partie fera
I’objet de 1’étude de la dynamique suivi d’un chapitre sur travail et énergie, qui

consiste a faire la lumiére sur les relations entre les mouvements et leurs causes.

Par ce présent travail, on vise a donner aux étudiants un support, afin qu’ils
puissent comprendre la mécanique du point. Cette contribution peut paraitre maigre,
mais on compte sur les lecteurs afin qu’ils nous aident & 1’améliorer, avec leurs

critiques, s’il y en a.

On souhaite a tous nos étudiants un tres bon cursus universitaire et un parcourt

plein de réussite.

Au nom des auteurs

Docteur Mekkaoui Fatiha

Docteur Semari fatiha
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Chapitre I: Rappels mathématiques

I.1  Analyse dimensionnelle

I.1.1. Unités de base du Systeme international

- La physique a pour but de décrire des phénomeénes et étudier leurs propriétés :
leurs études nécessitent la definition des grandeurs physiques, chaque grandeur
correspond a une unité et I’ensemble des unités est regroupé dans un systéme
universel (systeme international).

- Le systéme international comporte sept unités de base correspondant a une

grandeur physique et a une dimension.

Grandeur fondamentale Unité Symbole
Longueur meétre m
Masse kilogramme kg
Temps seconde S
Température kelvin K
Intensité du courant ampere A
Quantité de matiere mole mol
Intensité lumineuse candela cd

Tableau 1.1 : Unités du systéme International (S.I)

- Deux grandeurs supplémentaires sont parfois ajoutées pour compléter le systeme.

Grandeur fondamentale Unité Symbole

angle plan radian rad

angle solide stéradian sr




Tableau 1.2 : Unités supplémentaires

Remarque : Il existe aussi d’autres systémes d’unités en physique, comme par
exemple :
- Le systeme CGS (Centimétre, Gramme, Seconde) ;

- Lesysteme MTS (Métre, Tonne, Seconde).

1.1.2.Equations aux dimensions

Les équations aux dimensions sont des écritures conventionnelles qui
résument simplement la définition des grandeurs dérivées des unités fondamentales :
Longueur, Masse et Temps : symbolisées par les majuscules L, M et T. Les équations
aux dimensions obéissent aux regles suivantes :

- onn’additionne que les termes ayant la méme dimension

la dimension d’un produit de grandeurs est égale au produit des grandeurs

la dimension de G™ est la dimension de G a la puissance n

les termes e*, logx, sinx, cosx, tan x et cotx sont sans dimension

Les équations aux dimensions servent a vérifier ’homogénéité des formules :

Prenons un exemple : la formule E. = E,, est-elle homogene ? Avec E; = 1/2 muv?

(énergie cinetique) et E, = mgh (énergie potentielle).

Donc: Dimension de E;= [E.]=M(LT *)2 =MI?’T%2 et Dimension de

E, = |Ep] = MULT 2L = MI>T 2 ; la formule est donc homogene.

I.1.3.Ecriture d’une équation aux dimensions
Soit G une grandeur physique, sa dimension est notée [G]:

v Toute grandeur dérivée G est relié aux grandeurs fondamentales par une équation

aux dimensions sous la forme :

[G] = MPL*TYI9QENAJH



v Toutes les grandeurs mécanigues ont une équation aux dimensions sous la forme:

[G] = MPLeTY

A partir des unités de base auparavant définies, on peut définir facilement des unités

qui en découlent (elles dérivent des unites fondamentales).

Grandeur dimensions Unités de base Noms formules
Force MLT2 kg. m. s newton : N F=ma
: 12 ) . F
Pression ML™T kg.m™.s pascal : Pa P =3
Travail ML2 T2 kg. m?. s joule : J W = Flcosa
i 27 -3 2 o3 ) W
Puissance MLT kg. m=. s watt : W P= s
Charge IT A.s coulomb : C Q=it
. P
Potentiel ML2T3 |t kg. m?. s3A volt : V U=ri= N
Capacité MIL2T4 12 kgl m?2.s*A?2  farad:F c= 8
o 21-31-2 2 -3 -2 U
Résistance ML“TI kg. M“. s A ohm : Q r ==
Tableau I-3 : Unité dérivés du systéme International (S.1)
Exemples:

Exemple 1: Déterminer 1’équation aux dimensions de la vitesse V et de 1’accélération

a.




Réponse:
La vitesse: v = }—; — [v] = % — [v] = LT~ D'unité: ms™?

Lr1t —2 1o iis —3
— [a] = LT™% l’unité: ms

r1 7z . v
L’accélération: a = i [a] =

Exemples?: Déterminer 1’équation aux dimensions de la force et du travail.

Réponse:

Laforce: F =m.a — [F] =[m]la] — [F] = MLT 2 l'unité: N = Kgms 2

Le travail: W =F.I —  [W]=[FIlll — [F]=MIL?T? [lunité:
Kgm?s2 =N.m=]

Exemples3: Le module de la tension d’un ressort s’exprime par T = k.x . Trouver la
dimension de la constante de raideur k.

Réponse:
La dimension de la constante de raideur :

_ _T. _ 7] _ MLT?
T—k.x—>k—x, [k]—[x]—>[k]—

d’ou [k] = MT2

1.2.Calcul d’erreurs

1.2.1.Définitions

Pour toute grandeur mesurable G, il est possible de définir :

- Savaleur mesurée G,

- Savaleur exacte G, qu’on ne peut pas atteindre

Erreur absolue 8G : L’erreur absolue commise sur une grandeur physique G est la
différence entre la valeur mesurée G,, et la valeur exacte G, : 6¢ = |G,, — G.]|

Dans la pratique, lorsque la valeur exacte G, est inaccessible, nous effectuons la

g D
moyenne d’une série G; : G, = Gy = =

n



Incertitude absolue: I’erreur absolue G n’étant pas connue, on se contente de donner
une limite supérieure AG appelée incertitude absolue telle que :
6G = AG — AG > 0 (L’incertitude absolue est toujours >0)

Cela veut dire que I’incertitude absolue est la valeur maximale que peut atteindre

I’erreur absolue.

. . P A
Incertitude relative : est définie par le rapport ?G

Calcul d’erreurs

On parle d’erreurs composées quand il s’agit d’une grandeur G dépendant d’autres
grandeurs x, y, z c’est-a-dire G = f(x,y,z). L’erreur commis sur cette grandeur,
AG, peut étre exprimé en fonction des erreurs absolue Ax, Ay, Az en appliquant une

des méthodes suivantes :
1.2.2.Méthode de la différentiel total

Afin de calculer I’erreur AG :

- Nous prenons la différentiel total de G

af

dG = W

dx +\a

- Nous remplacons les différentiels dx, dy,dz , par les erreurs absolues Ax, Ay, Az

et nous prenons les valeurs absolues des drivées partielles

AG = f‘ﬂx-l— f‘ﬂ.y ‘ ‘ﬂz

el <+ oy

Exemple 1: Calculer I’incertitude relative de la masse volumique de la substance d’un

cube homogéne a partir de la mesure de sa masse 'm’ et de son aréte ‘a’.

Réponse:

Si m et a désignent les valeurs approchées de la masse et de 1’aréte du cube, on peut
écrire :

masse m 5
p=——""—=—Zp=ma
volume a3

Selon I’expression de la différentiel total, nous pouvons écrire :



d d
dp = ﬁ‘dm—l— ‘%‘da

Dérivant la masse volumique par rapport a la masse et a I’aréte. Ce qui donne :
dp = a*dm— 3ma *da
En approximant les petites variations 'd" par des grandes variations "A’, et en

changeant le signe (-) par le signe (+), on obtient:
_ -3 -4 _1 m
Ap =a“Am + 3ma “Aa = Ap —a—3&m+3gﬂa
L’expression de I’incertitude relative devient :

1 m
Bp_gglim SgEle Ap_Am, Aa

p ma? ma3 p m a

Exemple2:

. . 1 . . . -
Soit la relation : E zimvz.Calculer I’incertitude relative sur E en fonctions des

incertitudes absolues Am et Av.

Réponse:
Selon I’expression de la différentiel total, nous pouvons écrire :
oE oE
dE = m dm + ™ dv

Dérivant I’expression de 1’énergie par rapport a la masse et au volume. On obtient :
1
dE = Evzdm + mvdv
En approximant les petites variations 'd" par des grandes variations ‘A", d’ou:

1
AE = 3 vZAm + mvAv

L’expression de I’incertitude relative devient :

- = —
E lmvz +1mv2 E m + v
2 2

1
AE  3V?Am myAv  AE  Am _Av

1.2.3.Méthode logarithmique



Dans certains cas : de la multiplication ou de la division, nous pouvons appliquer

la méthode logarithmique qui consiste a:

- prendre le logarithme de la grandeur G, puis sa différentiel,
- ensuite, en prend la valeur absolue des expressions obtenues,
- puis, en remplagant les différentiels par les erreurs absolues.

Remarque: Ln : est la fonction népérienne.

Exemplel: En utilisant la méthode logarithmique, calculer I’incertitude relative de la
masse volumique de la substance d’un cube homogene a partir de la mesure de sa

masse m’ et de son aréte a’.

Réponse:

Soi'[:,oza%:,‘>=,c;==1'm1_:3

En introduisant la fonction logarithmique dans les deux membres de 1’équation nous

obtenons:

Inp =In(ma3)=Inp =Inm+ Ina3

La différentielle logarithmique de 1I’expression précédente est :

d d d
dp _dm _da

p m a
En remplagant les petites variations 'd” par des grandes variations ‘A", 1’incertitude

relatives demandée est :
A Am Aa
Ap _Am  Aa
P m a

Exemple2:

) ) 1 ) ) ) .
Soit la relation : E zimvz.Calculer P’incertitude relative sur E en fonctions des

incertitudes absolues Am et Awv en utilisant la méthode logarithmique.
Réponse:
Soit: E = %mvz

Appliquons la fonction logarithmique aux deux membres de 1’équation :



1 1
InE =In (Emvz) =InE = InE +Inm +1Inv?

d’ou:
EnEzEn%+Inm+2Env

Passons a la différentielle logarithmique :

1
dE d5 dm _dv
—_ = + +2?

E 1 " m
2
Passons a présent aux incertitudes relatives, en remplagant les petites variations ‘d’
par des grandes variations "A’, 1l vient :
BE_am v
E m v

1.3. vecteurs
1.3.1. Grandeur scalaire- Grandeur vectorielles

I1 est important de noter qu’une grandeur physique peut se présenter sous les
deux natures différentes que sont les scalaires et les vecteurs.

Une grandeur physique scalaire est entierement définie par un nombre et une
unité appropriée. On peut citer comme exemples : la masse m d’un corps, la longueur
| d’un objet, ’énergiec E d’un systéme, la charge électrique ... Une grandeur
physique vectorielle est une quantité spécifiée par un nombre et une unité appropriée
plus une direction et un sens. Géométriquement, elle est représentée par un vecteur
ayant la méme direction, le méme sens et un module mesuré en choisissant une unité

graphique correspondante, c¢’est-a-dire 1’échelle.

On peut citer comme grandeurs vectorielles la vitesse © d’un mobile, le poids P d’un

corps, les champs électrique E,........

1.3.2. Représentation graphique d’un vecteur

Un vecteur est segment de droite AB (Figure 1.1), ayant une origine A et une

extrémité B. Il est complétement défini si I’on se donne :

B



- son origine ou point d’application.
- sadirection qui est celle de la droite (A).
- son sens qui est le sens du mouvement d’un mobile

allant de A vers B.
- sonmodule V = |4B|.

Vecteur unitaire : Un vecteur unitaire est un vecteur dont le module est égal a 1.
1.3.3.Propriétes

- Un vecteur est dit "vecteur libre" s’il est défini par sa direction son sens et sa
longueur sans fixer son point d’application.
- Un vecteur est nommé "vecteur glissant” si I'on impose sa droite support sans
fixer son point d’application.
- Unvecteur AF est appelé "vecteur lié" si I'on fixe son origine A.
- Deux vecteurs liés AE et CD d'origines différentes sont:
v égaux s'ils ont méme direction, méme sens et méme module
v opposés s'ils ont méme direction, méme module mais des sens opposés
; ont dits qu’ils sont "directement opposés” s'ils ont méme support
- Le vecteur qui a une longueur de O est appelé vecteur nul et est noté 0 (Le

vecteur nul n'a évidemment pas de direction, donc pas de sens.).

1.3.4. Opérations élémentaires sur les vecteurs

a. Addition vectorielle

Géométriquement (voir Figure 1.2), 1’addition de deux vecteurs ¥ + W est

effectuée en confondant 1’origine du deuxieme sur I’extrémité du premier. Le vecteur
ayant pour origine 1’origine du premier vecteur et comme extrémité, 1’extrémité du

deuxieme défini la somme des deux vecteurs. Le vecteur i =7 + w relie le point

initial de ¥ au point terminal de w.

v

—
v

Figure 1.2 : Addition vectorielle



v et w sont

L'addition de deux vecteurs est commutative. Cela signifie que, si

n, v et

des vecteurs,donc v+ w =w + v.
L'addition des vecteurs est aussi associative. Cela veut dire que, si

-

w sont des vecteurs, alors (d +v)+w=1u+ (v +w)
v

- L'addition a un élément neutre est le vecteur nul. En effet: #+0 = &

- D’autre part, la somme de deux vecteurs opposés est nulle. Cela veut dire que, si
—v est le vecteur ayant la méme direction et la méme

est un vecteur, alors
, mais de sens opposé. Donc v + (—v) = 0

3

intensité que v

b. Soustraction vectorielle
Etant donné deux vecteurs © et w (voir Figure 1.3), la différence v —w de
W=7+ (—W)

deux vecteurs est définie comme U =v— w="7v
w -w
Figure 1.3 : Soustraction vectorielle

c. Produit d’un vecteur par un scalaire
Le produit d'un vecteur ¥ par un scalaire o est un vecteur, not¢ oV (Figure 1.4), tel
v aV av V

> »
> >

v

que:
a =0 a<0
Figure 1.4 : Produit d’un vecteur par un scalaire

sa direction est celle de V' ;
sonsens: celuide Vsi @ >0 , celui de —Vsia< 0;



- son module est égal au produit de celui de V par la valeur absolue de o :

V| = lal. 171,

1.3.5.Composantes d’un vecteur

Pour pouvoir déterminer les coordonnées de n'importe quel vecteur, il faut
choisir au préalable un repere qui est un couple de vecteurs non colinéaires appelé
base. On peut alors décomposer tous les autres vecteurs du plan en fonction de ces
deux vecteurs et cette décomposition est unique. Comme on a défini qu’un vecteur est
formé par deux points, cela veut dire que sa représentation nécessite de repérer ces
points.

Pour repérer une position il faut choisir un repére. Les repéres sont des triedres
orientés.

- Dans le plan "coordonnées rectangulaires’

Ce systeme est utilisé pour repérer un point dans un plan. Soient M, et M,, les
projections de M sur les axes Ox et Oy, respectivement.On décompose le vecteur

OM suivant I’axe des Ox et Oy, comme indiqué sur la Figurel 5.

M(x.y) OM = 0OM, + OM,,
OM, = OMcos @

oM, = OM sin @

»>
>
x X

Figure 1.5 : Composantes d’un vecteur

En désignant les deux vecteurs unitaires i et ], respectivement dans les directions

des deux axes Ox et Oy, nous pouvons écrire :

OM, = OM,.T , OM, = OM,,.j



OM = OM, + OM,, = OM = OM,.T+ OM,,.j
—0M = OMcosf i + OMsin8 })
—0M = OM(COSB i+ sin6 })

Or OM = OM 1 ,d’o0 U = cos@7 + sinf j

Donc la norme du vecteur OM, elle vaut : OM = J OM, % + UMJ,Z

En utilisant les coordonnées x et y nous pouvons aussi écrire : OM =/ x2 + y?2

Remarque :

- Les grandeurs algébriques x et y sont les coordonnées cartésiennes du point M
dans le systeme (0 ,x,y) ;

- Les vecteurs unitaires et j forment une base orthonormée (leur module est égal

a 1 et ils sont perpendiculaires entre eux) ;

- Enndimensions, les vecteurs ont n composantes.

1.3.6.produit scalaire

Soient deux vecteurs A etB , leur produit scalaire est un produit qui donne

comme résultat un scalaire défini par:

A5 = ||| ||| cos8 , avec 0<0<n

]

0

\ 4

=

A
Figure 1.6 : produit scalaire

Le produit scalaire satisfait les lois suivantes :



—jk=ki=0
et B=B,i+ B,]+ Bsk ,alors:
A.B =A,B, +A;B;, + A3B;
- Le produit scalaire de deux vecteurs orthogonaux estnul : 4.8 =0 = A 1 B

- le produit scalaire permet de définir le module d’u vecteur A

1Al = VA 4 = Va7 = Jsz ENVE

1.3.7.Produit vectoriel

Soient deux vecteurs A et B, leur produit vectoriel est un vecteur orienté tel que :
ANB=V

- ladirection est perpendiculaire au plan formé par les vecteurs 4 et B

<l
B!
/
/
/

Figure 1.7 : produit vectoriel

- le sens est donné par la régle des trois doigts de la main droite

T gk

direct

- sanorme vaut
|71l = 1141 || sin(4, B)

Le produit vectoriel satisfait les lois suivantes :



- Si A=A 0+ A,j+ Ask et B=B,i+ B,j+ Bsk ,alors:

+i -] +k A
AAB=|A A A= Az Al A1 )
s, 8| s, B e B,

B, B, B;

:(AzBa - ASBZ)T_(AlB3 _AsBl)i+(A182 - AzBl)lz

=

- Le produit vectoriel est anticommutatif (antisymétrique): AANB=-BAA

=3

- AAN(B+C)=AANB+ANC

- ||£ A B|| est la surface d'un parallélogramme de cotés A et B

- SiAAB=o0etsi Aet B nesontpas des vecteurs nuls, alors A et B sont

paralleles.

1.3.8.Produit mixte

Un produit mixte est défini par:

4, 4, 4
A(BAC)=|B, B, B
c, ¢, C

—

Ce produit mixte représente le volume d’un parallélépipéde de cotés A, BetC
(Figurel.8)

0|
ol

[
L

—

A
Figure 1.8 : parallélépipéde formé par les trois
vecteurs A, BetC



Le produit mixte est nul, si :

- les trois vecteurs sont dans le méme plan ;

- deux des vecteurs sont colinéaires ;

- 1’un des vecteurs, est nul.

On montre facilement que, dans une base orthonormée directe, le produit mixte est un
variant scalaire par permutation circulaire direct des trois vecteurs car le produit

scalaire est commutatif :

- —

A(BAC)=B.(CANA)=C.(ANB)

1.3.9.Dérivée d’un vecteur

Soit un vecteur V(t) = V()T + v, ()7 + b;(r)fc' , la dérivée du vecteur V() dans

la base fixe (i,7,k) est définie par V (¢):

dv(e) dV(), dv@® ., di)-
dt_dtIJr dthrdtk

Et la dérivée seconde est donnée par :

d*V(e) d*() ., d*@) . d*() -
dtz  dt? ot dt? st dt? k

Il est important de noter que dans ce cas les vecteurs de la base sont considéreés fixe ;

c.a.d.
di  dj | dk _ o
dt  dt dt

Les regles habituelles de dérivation peuvent se généraliser aux vecteurs, Mais I’ordre

des facteurs dans le produit est trés important. Ainsi, si f(t) est une fonction scalaire

et sid et B sont des fonctions vectorielles, on a alors :

(@At BE) = a1y g
- E(aﬂ+ﬁ8)—adt +ﬁdt



1.3.10.Fonction a plusieurs variables

En Physique, nous avons souvent a étudier les fonctions de plusieurs variables

indépendantes. Nous nous limiterons a trois notées x,y etz mais les résultats sont
facilement généralisables.

On appelle alors V(x, v, z) champ vectoriel. De méme, on appelle la fonction
(scalaire) f(x,y,z) champ scalaire. Pour cela :

- Ladifférentielle du champ scalaire f (x, v, z)est définie par :

Gy, oG

', Z) f (x,y,z)
Fp 3y dy + dz

af dz

- différentielle d’un champ vectoriel Vix, v, z) est défini par :

a I_f"{x', Vv.z)
dz

a?(x,y,z} dx +61_3"{x‘,y,2}

dz
dx ay

v (x,y,2) = dy +

Soit I’opérateur vectoriel différenticl 7 , appelé nabla, défini par :

ﬁ_aﬂ J . aE
“ox' Yoy Taz

L8 .. , L. . . . .
Ou - signifie que I"on dérive par rapport a la variable x en considérant les variables

¥, Z comme constantes.

A Paide de cet opérateur ¥ , on définit les grandeurs suivantes :

v Gradient :

Si f (x, v, z) est une fonction scalaire, son gradient est un vecteur défini comme étant :

—

3T _orlxyz) s | flxyz) 5 | 8f(xy2)
gradf =V (f) = o LT oy Jr—F "k

v" Divergence :

Si V(x, y, z) est une fonction vectorielle, sa divergence est un scalaire défini comme
étant :

av, av, av,

dx + dy * dz




v" Rotationnel:

Si V(x, v, z) est une fonction vectorielle, son rotationnel est un vecteur défini comme
étant :

B ——

—

rot(#) =P AV

Notons qu’il existe deux égalités importantes :
div rot(¥) = V. (ﬁ" A 1_'") =0
rot gradf =V A ('.f‘"f) =0
Exemplel : Calculer La différentielle de la fonction scalaire f(x,y,z) = x? — yz

Réponse: La différentielle du champ scalaire f (x, y, z) est :

df(x,y,2) = af (3;;{}’;2) dx 4 f (x,y,2)

dy dy

a » TJ
L Uy
0z

d(x? —yz) A(x? —yz)
df(x,y,z) = de + Td}’

A(x?—vy
+7(x yz) dz
dz
df(x,v,z) = 2xdx — zdy — ydz
Exemple? : Calculer le gradient de la fonction scalaire

flx,v,z) =3xy — 2xz + 5yz

Réponse: le gradient de la fonction f(x, y, z) s’écrit :



—— d(3xy — 2xz + 5yz) , 9(3xy — 2xz + 5yz) |
grad f = E 1+ dy ]
0(3xy — 2xz + 5yz) -
N (3xy xz + 5yz) .
dz
D’ou:
grad f(x,y,z)
=3y —22)I+ (3x +52)]
+(—2x+ 50k
Exemple3 :
Calculer la divergence de la fonction vectorielle :

Vix,y,z) =2xyi—3vzi+ 9xy3fc'
Réponse: La divergence de la fonction vectorielle est
av, 9V, ay

Vet Tz

=~

divV =
Donc :
divV =2y —3z2+0 =2y — 322
Exemple4 : Calculer le rotationnel du vecteur: ¥ (x,y,z) = 2xy 7 — 3yz2/ + 9xy°k

Réponse: le rotationnel du vecteur V(x, v,z) s écrit :

_— L av, dvy, av, adv, av, v\ -
Tot(l}')zl?'/\l"z( z y)f—(—z__x)j'_(_y x)k

dy oz dx Oz dx dy
D’ou:
rot(v) = (27xy? —6yz)i — (9y3 — 0)] — (0 — 2x)k

rot(®) = (27xy? — 6yz)7 — 93] + 2xk



Chapitre I1: Cinématique du point

11.1. Définition

L’¢tude de la mécanique se subdivise en cinématique et dynamique. La
cinématique consiste a décrire la maniere dont un corps se déplace dans 1’espace en
fonction du temps sans s’attacher aux causes qui produisent ce mouvement. La
dynamique (qui sera I’objet du chapitre suivant), s’intéresse a ces causes : les forces "
Elle relie les forces au mouvement".

L’¢étude du mouvement d’un corps est 1’étude des positions successives de ce
corps par rapport a un repére pris comme référence (en général, un triedre de

référence ou référentiel). La notion de temps est aussi prise en considération.
11.2 Cinématique du point

Nous commencerons notre é¢tude de la mécanique par 1’étude du mouvement

des points matériels.
11.2.1 Point matériel

Par définition un point matériel est un objet sans dimensions spatiales. Bien
que les objets réels occupent généralement un certain espace, ce concept est utile dans
bon nombre de situations ou on ne s’intéresse pas aux rotations de 1’objet sur lui-

méme ou lorsque les dimensions de I’objet peuvent étre négligées.

11.2.2 Référentiel

Le mouvement d’un point est un concept relatif. En d’autres termes, on ne
peut pas dire qu’un corps est "en mouvement" (ou "au repos") sans préciser par
rapport a quoi. D’ou la nécessité de définir un repere doté d’un chronomeétre, pour
connaitre la position du point par rapport a ce repere et I’instant correspondant a cette

position (mesure du temps). Il s’agit d’un repére d’inertie qu’on nomme référentiel.



Selon la nature du mouvement du point, sa position sera localisée par I'un des

systémes a savoir : cartésien, polaire, cylindrique ou sphérique.

11.2.2 vecteur position

La position du point matériel peut étre définie au cours du temps en fonction du

vecteur position OM(t) = 7(t) = x()7 + y(©) ] + z(O) k

o=

>Y

X
Figure I11.1 : Représentation du vecteur

x est la projection de M sur I’axe (ox), ¥ sur I’axe (oy) et z sur I’axe (0z), on les

nomme les coordonnées de M, comme le point M est en mouvement donc sa position
varie dans le temps ces coordonnées sont fonction du temps.
x=f(t) ,y=g(t) etz=h(t)

Qu’on appelle les équations horaires.

11.2.3 Vecteur déplacement

M(t+dt)

2 N

M(t)

o=l

|,
b



Figure 11.2 : Représentation du vecteur

Soient deux points M1 a I’instant t et un autre Mz a I’instant (t+dt), on peut définir
trois chemin différents entre ces deux points, qui correspondent au méme vecteur.
C’est le vecteur déplacement formé par I’origine Mz et I’extrémité My, qui définit un

mouvement qui se fait du point Miau point M.

M,M, = OM; — OM;

MIMZ == ‘M1M2|ﬁ

avec 1 vecteur unitaire porté par le vecteur M, M,

11.2.4 Trajectoire

C’est le lieu géométrique des positions successives occupées par le point
matériel au cours du temps et par rapport au systeme de référence choisi. Celle—ci

peut étre rectiligne ou bien curviligne. Elle peut étre ouverte ou fermée.

Exemple

un mobile est repéré par les coordonnées suivantes :
{x (t) = acoswt
v (t) =asinwt

En supprimant le temps, on obtient : x? + y? = a?
La trajectoire est donc un cercle de centre O et de rayon a

L’équation de la trajectoire est une relation qui lie les coordonnées du point entre

elles.

11.2.5 Vecteur vitesse

La vitesse est une grandeur qui caractérise un mouvement, c’est la variation de
la position par rapport au temps. Par ailleurs, cette grandeur est vectorielle car le
mouvement d’un point se caractérise par une direction et un sens.

On distingue deux vitesses, une vitesse moyenne et une vitesse instantanée.



a. Vitesse moyenne

La vitesse moyenne vy, est la vitesse d’un point Mobile qui irait de M; a Mz

pendant le temps "At " d’un mouvement rectiligne et uniforme, cette vitesse s’écrit :

Figure 11.3 : Représentation d’une vitesse

Remarque: Le vecteur vitesse moyenne est paralléle au vecteur déplacement
b. Vitesse instantanée ou vitesse a I’instant « t »

En réalité ce mouvement ne se fait pas a une vitesse constante, a chaque
instant on aura une situation de la vitesse, on parlera de vitesse instantanée. C’est la
limite de la vitesse moyenne lorsque la différence du temps est trés petite cela veut
dire qu’elle tend vers zéro.

G MM, OM,-0M; dOM(t)
Tt m T ST Ar At ~dt

Remarque:

Le vecteur vitesse est donc toujours orienté dans le sens du mouvement : sur
une trajectoire orientée, si le mobile se déplace dans le sens positif, le vecteur vitesse
est dirigé dans le sens positif. Si le mobile se déplace dans le sens négatif, le vecteur

vitesse est dirigé dans le sens négatif.



11.2.6 Vecteur accélération

Soit v; la vitesse d’un mobile a ’instant " t1 ", et v, sa vitesse a ’instant " t2".

On distingue deux accélérations, une accélération moyenne et une accélération

instantanée.
a. Accélération moyenne

L’accélération moyenne entre les instants "t;"et " to" est par définition :

—s — —s —
a_m._vz—vl_vz—vl
ty —t; At

b. Accélération instantanée

C’est la limite du rapport précédent lorsque t2 —t1 , c'est-a-dire lorsque At —0 .

—_— —

" v, — v, dv
im —— =—
At—o At dt

11.3 Exemple de mouvement

Un mouvement peut se faire suivant des trajectoires rectilignes ou curvilignes

ou suivant la combinaison des deux.
11.3.1 Mouvement rectiligne

Dans le référentiel d’étude, la trajectoire est une portion de droite. Il est
évident alors de repérer le point M sur cette droite confondue, par exemple, avec I’axe
Ox des coordonnées cartésiennes. Il n’y a alors qu’une équation horaire x(t) et une

seule composante pour les vecteurs vitesses

oM = x(t) i



Ou:
dx _

=—1

dt

=

Ou le module de la vitesse s’exprime :

dx

U:E

C’est une ¢équation différentielle qui permet de donner I’information sur le
mouvement et sa nature.

Si la vitesse est constante donc

dx
v=—=dx=rvdt
dt
:>j;dx=f:ovdt
= x— X :J':Dvdt

t
—x = fﬁo vdt + xg
Il s’agit d’une équation horaire d’un mouvement rectiligne uniforme.

- Dans le cas ou la vitesse varie en fonction du temps, elle s’exprime de la facon
b

suivante :

si 1’accélération a est constante alors :

dU v t t
a=—= dvz[adtza dt

dt Vg to to

=v(t) = alt — ty) + vy (t)

= f:dx = J:vdt = J:(a(t —tg) + vo(t))de

1
—x = Ea(t— to)? + vo(t — tg) + %o



C’est le mouvement uniformément varié. Ce mouvement peut étre accéléré ou retardé.
Dans le premier cas le produit de la vitesse et 1’accélération doit €tre positif (

v.d > 0), dans le deuxiéme cas le méme produit doit étre négatif (v.@ < 0).

11.3.2 Mouvement curviligne
11.3.2.1 Position d’un mobile

La position d’un point dans I’espace est indiquée de deux maniéres (Figure 11.4 ):

a. Enrepérant le point par rapport a un repére orthonormé

T trajectoire

1M ()
AN mouvement
(<)

_-. y

Figure 11.4 : Représentation du mouvement curviligne

Le vecteur position s’écrit donc: OM(t) = 7(t)

b. En considérant un point sur la trajectoire pris comme origine

Z
5 =)

0
Ml/ M;
«—5>=0
>y
X

Figure 11.5 : Représentation de I’abscisse curviligne s

X



La valeur algébrique de ’arc M; M, est ’abscisse curviligne s du point M, dans ce cas

I’équation horaire s’écrit : s = M, M,

11.3.2.2 Vecteurs déeplacement, vitesse et accélération

a. Le vecteur déplacement : est la distance pour aller du point M, au point M, ce qui
veut dire :

M, M, = AOM(t) = A7(t)

M, (t + AD)

r(t + At)

X

Figure 11.6 : Représentation du vecteur déplacement

b. La variation de la position d’un mobile au cours du temps représente le vecteur
vitesse, on distingue deux vitesses :

« Vecteur vitesse moyenne :

Soit deux positions du mobile M; et M, a deux instants t et t + At.

. MM, AOM(t) AF(D)
Ym TTar T ac At




X

Figure 11.6 : Représentation du vecteur vitesse moyenne

Remarque: Le vecteur vitesse moyenne est paralléle au vecteur déplacement

« Vecteur vitesse instantanée :

- AOM .
C’est la limite du rapport o:;{t} lorsque At — 0, on peut écrire :
. ~AOM(t)  AF(r)  dF(p)
v(t) = lim = =
At—0 At At dt

Figure I11.7 : Représentation du vecteur vitesse

En remarque que la vitesse instantanée a I’instant t est assimilée a la vitesse moyenne

entre deux instants t; et t5, tel que t est milieu de [t; , t;] et At petit.

c. La variation du vecteur vitesse au cours du temps représente le vecteur

accélération, dont on distingue deux accélérations :

« Accélération moyenne :

Le vecteur accélération moyenne entres les instants "t" et "t," s’écrira alors :



AG(t) _9(tp) — 5(ty)
At t, —t;

am(t) =

« Accélération instantanée :

Le vecteur accélération instantanée est :

= = . }M_fv’(t} fi?"{t}
at) =a;(t) =limy,o——=—

11.3.3 Mouvement dans le plan

Si la trajectoire appartient a un plan, il est possible de repérer la position d’un

mobile soit par les coordonnées rectangulaires soit par les coordonnées polaires.
11.3.3.1 Etude du mouvement en coordonnées polaires

Soit M un point matériel dont la trajectoire est une courbe plane quelconque
(C). la position du mobile M est indiquée par ses deux coordonnées polaires r(t) et

6(t) :

—  |r(t)
oM = 80)

Le vecteur position en coordonnées polaires s’écrit :

S A T S 6))

=l

Figure 11.8 : Mouvement en coordonnées



En coordonnés polaires, nous pouvons écrire les expressions des deux vecteurs

unitaires i, ety en fonction des vecteurs unitairesiet j:

{ﬁr = cosf1 + sinfJ
Ug = —sinB1i + cosfj

Leurs dérivées consécutives sont:

di, di, do

dt ~ df ‘dt
et
diiy  dii df
dt ~ df ‘dt
avec .
dﬁr d = . . = = —
= E(COSB 1+ sinf ) = —sinf i+ cosB] =Ug eecvr cvrevr cer e e (2)
et
du d
zg =5 (— sinf 1 + cosB ) = — (cosBT + sinf]) = — Uy e e .. ...(3)

A l'aide des relations (1), (2) et (3), exprimons la vitesse en coordonnées polaires :

*_dm_d( ) = dii, L3 dr
VS dr da M TV T T g T e
:>v—ru9dt—|—ur "
=V =7, +70Ugeeeeennennn 4)
avec: (d—ezé; d—”zf)
dt dt

Remarquons que cette vitesse a deux composantes, transversale v, et radiale 7, ce qui

veut dire que :

. . . . T

ar identification avec 1’expression (4), nous obtenons : 3 - .
’ vy = rOU

o= 8



D’un autre c6té, nous avons :

D’ou le module de la vitesse

Nous dérivons la relation de la vitesse (4) par rapport au temps et en utilisant les

expressions (2) et (3), nous obtenons la formule de I’accélération :

-

dv _d
¢ =dr

di, di . dii, dé dr

—

:T—dt —l—ura—l—rﬂ It —l—ruga-l—ﬂuga

=d =70 tg+7 U, +710(—1,0)+rd iy + 07 g
—d =10l +7 U, +70(—1,0) +rf iy + 07 Uy
=d =(F—102 ), + (270 +710) Uguueeeerennnn. )

(ﬁ_fj d_’;_?::)
avec: \ ;=05 7~

Remarquons que 1’accélération a deux composantes, radiale @, et transversale dg :
(_1. :C_I.T-‘l‘(_l.g :arﬁ',, ‘I‘ﬂgﬁg
Par identification avec 1’expression (5), on obtient :

a, =¥ —r 0>
ag =270 +rb

Le module de I'accélération: @ = [a? + a} = J(r —762)" 4 (276 +16)°



11.3.3.2 Mouvement circulaire

Puisque 7 = R = C*® le vecteur vitesse est donc :

Et I’expression du vecteur accélération est :
(_1. = —Rgzﬂr +R€ﬂ9 = Qrﬁr‘l‘agﬁg

Remarquons que cette accélération a deux composantes:

a. Accélération normale notée par a, portée par la normale, dirigée vers le centre, et

de sens contraire a a,. elle indique la variation de la direction de la vitesse.
&NZ—&TZRQZ‘ETﬁaNZRQZ

b. Accélération tangentielle notée par d,, portée par la tangente a la trajectoire au

point M , elle indique la variation du module de la vitesse.
a]r' = ag = ng ﬁgja]n = ng
11.3.3.3 Mouvement circulaire uniforme

Pour ce mouvement la vitesse est constante en module. Et puisque r = R = Cte ,
Dans ce cas:

l}. :RﬁﬂQZRMﬂQ

ol w(rad/s) est la vitesse angulaire (constante).
w : la vitesse angulaire qui représente 1’angle balayé par unité de temps et dont ’unité

est le radian par seconde (rad.s™).

Yy — . — RAZ — z_vz — _ 2=
a=a=ay=RO“=Rw —E@QN——RUJ U,

Dans le cas d’une trajectoire quelconque il suffit de remplacer R par le rayon de
courbure de la trajectoire, p, ou ce dernier est en fonction du temps : p = p(t)

Donc :



VZ
Ay = ?(mfsz)

11.3.3.4 Les composantes normale et tangentielle de la vitesse et de I'accélération

dans le repére de Frenet:

On considere maintenant un mouvement dont la trajectoire est une courbe

plane gquelconque (C). Nous dessinons un repere composé de 1’axe MT, tangent a la
trajectoire au point M et porte le vecteur vitesse, et de 1’axe  MN perpendiculaire a
I’axe MT .

Soient iy et Uy les deux vecteurs unitaires suivant MT et MN respectivement.

N A
dN
A —
a
()
Uy A
= - >
M u; Vv ar T
Figure 11.9 : Repére de Frenet
On remarque sur la Figure 11.9 que la vitesse s’écrit alors:
U = VUL cerrernernerneeneenesneencencens 1)
L’accélération s’écrit:
d=ar+ay
Donc :
a:aTUT‘i‘aNHN ........................... (2)

Ou:




On appelle les expressions (1) et (2), respectivement les composantes de la vitesse et
de I’accélération dans le repére de Frenet, ou les composantes propres, ou encore les

composantes locales.

I1.4 Mouvement dans I’espace
11.4.1 Etude du mouvement en Coordonnées cartésiennes
a) Repeére cartésien

Le repére cartésien est orthonormé. Il est constitué de trois vecteurs unitaires
“fixes" dans le référentiel choisi. Les vecteurs unitaires (7,7, k) déterminent les trois
directions usuelles de I'espace (0x), (o) et (0z) . Cela signifie que ni la norme, ni la

direction, ni le sens de ces vecteurs unitaires ne changent au cours du temps.

x/ OM projeté sur le plan xOy

Figure 11.9 : Mouvement en coordonnées cartésiennes

b) Expression du vecteur position

En coordonnées cartésiennes, le vecteur position s'écrit simplement:

0M(t) = x(O)T+ y(O) T + z(O) k



x(t), v(t) et z(t)sont les équations paramétriques du mouvementLorsque les
coordonnées x, y ou z de M subissent une variation élémentaire dx, dy ou dz, le
point M se déplace respectivement de dx suivant (ox) ,dy suivant (oy) ou dz
suivant (oz). Ainsi, le volume élémentaire dv est petit parallélépipéde rectangle

d’arétes dx, dy et dz donnée par :
dv =dx.dy.dz

c) Expression du vecteur "'déplacement élémentaire™

Le vecteur déplacement Al est obtenu logiqguement en soustrayant la position
du point M;au temps t; & celle du point M au tempst (avec t; =t). On a:
Al = OM, — OM. La définition du vecteur déplacement élémentaire Al est similaire &
celle du vecteur déplacement, mais cette fois-ci les temps t et t; sont tres proches de

sorte que t; —t — 0.Onaalors:

L=, _IEI}I_)O[UMl — OM]

Mathématiquement, cela revient a différencier, I'expression de OM Il vient:

dl = dOM = (dx.T+ x.dD) + (dy.] + v.d]) + (dz.k + z.dk)

Dans le repére cartésien, les vecteurs de base sont fixes par rapport au référentiel
choisi, cela revient a dire qu'ils n'évoluent pas au cours du temps; ou bien gu'ils n'ont
aucun déplacement élémentaire soit: di=0,dj =0, dk=0 . Finalement, on
obtient:

—

l=dx.i+dy.J+ dz.k
d) Expression du vecteur vitesse

- 7 - - 7 7 - 7 i
Le vecteur vitesse est défini par les coordonnées du vecteur dérivée de OM par

rapport au temps :



dOM(t) dx(t) s dy(t) . dz(t) -
= = i

dt dt dt J dt =Xyt ik

v(t)

Ou:
3(t) = v, (OT + v, (OF + v,(Ok

Les vecteurs de la base (7, J,k) des coordonnées cartésiennes étant fixes, leurs

dérivées par rapport au temps sont nulles:

di df dk - d?fT d¥ d%
Y _ar_ s 4@

dt  dt dt dt2 ~ dt?  dt?

=0
Son module sera donné par :

v(t) =|v()| = J(digt))z N (d};{tt) )2 n (dzd(tt})Z _
ViZ 492422

e) Expression du vecteur accélération

Le vecteur accélération se déduit de celui du vecteur vitesse:

_d(®)  d?OM(y)  dix(®. diy(®)_ d’z(0)

a(t) I I =2 T+ e ]+ o2 k=3t +) + 2k
Ou:

LB du() dv(©) | dv() o

a(t) = dt  dt L dt 7+ dt k

Son module sera donné par :

o = 14001 = [(G0)"+ () + (5 -
V2457472

e - a -
Note: la dérivée premiere par rapport au temps — d'une grandeur x se note aussi x .

L da? ..
La dérivée seconde par rapport au temps o d'une grandeur se note aussi X.

11.4.2 Etude du mouvement en Coordonnées cylindrique



a) Repeére cylindrique

Le repére cylindrique est orthonormé. Il est constitué de trois vecteurs

unitaires (i,,g,u,) dont un i, est "fixe" dans le référentiel choisi tandis que les

deux autres ii,, g sont variables.

b) Expression du vecteur position

7 - - g i ’ .
En coordonnées cylindriques le vecteur position OM s’écrit:

—_—
OM=r.1u, + z.U,

L L

Figure 11.10 : Mouvement en coordonnées cylindrique

Si on attache au référentiel un repére cartésien (en plus du repere cylindrique) avec la
méme origine, il est possible d'exprimer (par trigonométrie élementaire) les vecteurs

U, et g en fonction des vecteurs unitaires z et j du repére cartésien (ou inversement):



U, =cosfi + sinB] =1 = cosfiu,+ sinb i,

Ug = —sinf 1 + cosf ] < j= sinfu, + cosf g

c) Expression du vecteur "'déplacement élémentaire™

Nous procédons de la méme maniere que précedemment en différentiant le vecteur

position:

dl = (dr.ui, +r.du,) + (dz.1i, + z. di,)

On sait que du, = 0 mais par contre dii, car le vecteur i, est susceptible de varier
pour le repére cylindrique. Pour connaitre I'expression de i, . Revenons dans le

repére cartésien, nous avons:

di, = d(cosf 1 + sinf j)=du,
= [d(cosB).T + cosB.d1] + [d(sinB).] + sinB.d]]

—=du, = [d(cos8).1] + [d(sind).]]
—=du, = [d(cos8).1] + [d(sin).1]
=diu, = —df.sinf.7+ db.cosb.
=diu, = db.(—sinf.T + cos6.j)
—dii, = df. 1,
Ainsi, le vecteur "déplacement élémentaire”, en coordonnées cylindriques s'écrit:

= dr.u, +r.df.1y+ dz.1,

d) Expression du vecteur vitesse



- Ve - - Ve 7 - 7 e
Le vecteur vitesse est défini par les coordonnées du vecteur dérivee de OM par

rapport au temps :

., dOM d di,

i+ 28)=>7 _ dr N dﬁ'z_l__, dz
v = —\ru ZU )=V =T Uy — z U, —
dt dt T z dt T dt dt Zdt
s diy | dr o dz
v =71 o + u, dt-l—uzdt

=0 =7U,+1r0Upg + zU,

ou :
d ) :
vy = = T — composante radiale
5 de .
VAvg =1 _— = rf — composante transversale
dz . .
v; = = Z — composante axiale

Son module sera donné par :

v(t) = |5(t)] =J(f 2+(r6)" +(2)2

e) Expression du vecteur accélération

Le vecteur accélération se déduit de celui du vecteur vitesse: @ = g il vient ;
i =L (i, 4 r O+ 20,
¢ =
D’ou:
L dﬁ'._,,_l__,dr_l_ dﬁ9+_,d-9 r dr+ du,
ST 4 T T g T g Yo ar T 2 dr
. dz
Yzt

—=d =70ty + 70, +7r0 (=01, )+rbtg+0 7lg+ 71,
=d=70ug+ 7, —r0%U,+rltg + 70 g+ 71,
—

a=(F—-r602)u.+(rf +20 7)ig+ 21,



—d =(#—1r62)u, +(r6 +207)us+z21,
ou:
a, = ¥ —r 82 — composante radiale
a ag =18 + 20+ — composante transversale

a, = Z - composante axiale

Son module sera donné par :

a(®) = |d(t)] :J(i-, —r62) +(rd +207) + ()2

11.4.3 Etude du mouvement en coordonnées sphériques

a) Repeére sphérique

Le repere sphérique est orthonormé. Il est constitué de trois vecteurs unitaires

(i, g, 1, ) (Figure 11.11) tous sont variables dans le référentiel choisi.

~

X

Figure 11.11 : Mouvement en coordonnées

b) Expression du vecteur position

En coordonnées sphériques, le vecteur position s'écrit:

—_—

oM =7.1,



En plus de repére sphérique, nous "attachons" Au référentiel utilisé un repére
cartésien avec La méme origine. Il est possible d'exprimer (par trigonométrie

élémentaire) les vecteurs vecteurs i, ,1g et i, en fonction des vecteurs unitaires 7, j

et k du repere cartésien:

U, = sinfcospi+sinfsing]+cosd k
Ug = cosBcos@i+ cosOsingj—sinb k
U, =—singi+cosgj]

c) Expression du vecteur ""déplacement élementaire™

Nous recherchons di sous la forme di = dA i, + dB g + dC i, ou dA,dB etdC

sont des éléments différentiels (scalaires) respectivement égaux a di lorsque :

v' dA = dl lorsque @ et ¢ sont fixes, seul la coordonnée r peut changer. On a donc
dA = dr

v' dB = dl lorsque r et ¢ sont fixes, seul la coordonnée 6 peut changer. On a donc
dB =1 df

v' dC =dl lorsque r et 8 sont fixes, seul la coordonnée ¢ peut changer. On a donc
dC =71 sinf de

Il vient :

—

l=dri, +rd@iug+rsind dei,
d) Expression du vecteur vitesse

- 7 - - 7 7 - 7 i
Le vecteur vitesse est défini par les coordonnées du vecteur dérivée de OM par

rapport au temps :

*_dm_d[_,]_ du, L3 dr
~Tdr  den AT g T e

En coordonnées sphériques le vecteur position dépend du vecteur i, , ou ce

dernier dépend des angles 6 et ¢ donc la dérivée de i, par rapport au temps s’ecrit:



di, di, do di, do
it~ do ‘dt | de dt

Avec :
da?" d . = . . —= 7
10 :E[Slnﬁ cosg@ i+ sindsing j + cosO k]
= cosfBcos@l+ cosBsingj—sind k
-
du d o
dq; za[sinﬂ cos@i+sinfsingj+cosb k| = —sinfsing7+sinf cosg )

= sinf (—sing 7+ cosg ) = sin@ iU,

Il vient :
dﬁ‘l" _ =
dg ‘e
et
da?" _ . 8 —
dqr.‘-' = Sin ug,

Donc le vecteur vitesse s’ecrit :

-

V'=""de “dr T de dtr

di, df du, de| _ dr . . L o
+ + u, E:H: =T[Bu9+q}sm8 ug,]-l-ru.r

=V =71, +70Ug+7 ¢sinb i,

Son module sera donné par :

v(t) = |v(t)]| = J(f )Z—I—(rﬁ" )2 + (r ¢ sinB)?

e) Expression du vecteur accélération



e . . . L dv ., .
Le vecteur accélération se déduit de celui du vecteur vitesse: a = prar il vient ;

—

3 d d . —3 A =3 . . —
a :a_::E[Tu” +rfug+r @sind u¢] ........... 6)
p ﬂ__dﬁ',, ., dar Sdﬁ'g ., db 03 dr o Sdﬁ'g,
()ﬂﬂ—ff‘l‘ura‘l‘f E‘I‘THQE‘I‘ HQE‘I‘T@SIH ?
. d(.ﬁ) .igﬂdt:fir ..Bﬂd?“
-I—Tqaug,a sint) + rsin ug,a-l—qasm utpa
. [du, dé du, de| _ dr [diy df  diug de ., db
=>da =71 a0 E‘l‘ dq‘;‘ E +HTE+T€[ a8 E‘I‘ dq‘;‘ E ‘I‘THQE

di, df di, do d
p av e 4 .o a
a6 d T dp dr| T g Cn®)

dr

dt

., dr o
-I-ﬁuga—l-r qasmﬁ[

- — d¢ - - —
+rsind u‘pa—l—(psmﬂ Uy

—=d =7 [0Ug+ ¢ sinf U, | +UF+r8[-0U, +cosf pi,|+7r 8
+6 ¥ g +7 @sinb [—(sin0 U, + cosBg) ¢] +7 ¢ O cost i,

+r $sinb U, + 7 @sind i,

—d =701y +7 ¢sinb ﬁ'q, + 77U, —r 02U +r¢ Qcosﬂﬁ"p +r6ig
+7 01y — 1 ¢? sin®0U, —r ¢?sinf cos O Uy + 1 ¢ 0 cos b 1,
+r ¢ sinf ﬁ'q, + 7 @sinf ﬁ"p
En regroupant les termes puis en les simplifiant, il vient finalement:
=4 = (T —71 62 — 1 ¢? Sinzﬁ)ﬁ.r + (2 760 +1r8 —r ¢?sinb cosﬂ)ﬁ'g
+(27 ¢sinf +2 rO¢cosB + 1 @sinb ) i,
Démonstration :

diig d

TE :@[cos&'cosqoi’Jrcos&'sinqu’—sine E]

= —sinfcos@l—sinfsing] — cosH k

:—(sinﬁ cos@l+ sinfsing j+ cosb E)



— —*
__u?"

il d[e 7+ cosfsingj —sin® k]
——— =—/|cosf cos@i+ cosfsingj—sin
de de 4 ®J]
= —cosfOsingpl+cosfcosg]
= cosB (—sing 1+ cosOcosg])
= cos 0 1,
du d
@ R S - —
T _dﬁ'[ sing I+ cosg ] =0

du d
¢ - E[—sinqaf-l-cosqaﬂ = —cos@i—singj

= —(cos@i+sing])
= —(sinf U, + cos @ 1y)

D’un autre coté, on a :

{ﬁr = sind cosqa?i} +sind sinqa} + cosO k

Ug = cos@ cosqaz + cos @ sinqa} —sin® k
multiplions i, et g respectivement par sin @ et cos @, on obtient :

{sinﬂﬁ} = sin’@ cosqaz + sin’8 sinqs-} +5in6cosO k... ... (1)

cosBilg = cos’B cosqaz + cos’8 sim;xr:.*;ir — cosfsin® k... .. (2)

On additionne les deux équations (1) et (2) :
sinf U, + cos O Uy = sin?Ocosei+ sinB?sing ]+ cos?Bcos@i+ cos?Osing ]
= cos @ (sin’8 + COSZB)E + sing( sin’0 + coszﬂ)}
= cos qr;-'_i) + sim;xr:.*;ir
D’ou

sinB U, +cosBly =cosel+singj

Finalement :



di,

—

o~

diy

dp = cosf 1,

du

e _

de =0

dii, ~ ~
= —(sinf U, + cos B Ug)

de

11.5. Mouvements relatifs

11.5.1 Introduction

Le mouvement d’un point matériel peut étre réparti en deux mouvements distincts

- Un mouvement par rapport a un repere fixe R(0, x, ¥, z) qu’on nommera repere

Absolu

- Un mouvement par rapport & un repere mobile R’(0’,x’,y’, z") qu’on nommera

repére relatif.
Toutes les grandeurs (position, vitesses et accélération) seront identifiées par rapport

au repere approprieé.

11.5.2 Grandeurs absolues et relatives

Soit un point matériel M en mouvement par rapport a un repere
R(0',x', ¥, 2") mobile, lui-méme en mouvement par a un repére fixe R(0,x,y, z)

(Figure 11.12).



Figure 11.12 : Représentation des grandeurs absolues et relatives

a- La position

La position de M dans ‘R est la position absolue et sa position dans ‘R’ c’est sa

position relative
OM(t) = x(OT+ y(OT + z() k

OM@) = O + v O] + 20Ok

OM=00'+0'M

b- Vitesse

La vitesse absolue est la vitesse de M par rapport a ‘R

_dOM _ dx dy_,_l_dz
T de dt!

Vg -I-dtj dtk =x(t)t + y(t)) + 2(t) k

La vitesse relative est la vitesse de M par rapport a R’

_dO'M _dx'—. dy' 'dz’F
- dt _dtIert’r dt

=X+ VO] + 27O K

Uy



c- Accélération
L’accélération absolue c’est I’accélération du point M dans le repére ‘R

dv, dx(t) . dy(t) 7 dz(f)
dr  dt | + dt dt

a, = =i + ¥ + z(t)k

L’accélération relative est I’accélération du point M par rapport a ‘R’

3

a, =

dﬁ,_dx"(t)_,. d};’(t)T. dz"(t)_:._.., — e e
- ar ! + ey + I E=x'"(Ov +y @) +z'@t)k

Note :

Les dérivations sont effectuées dans H et R’ dans lequel la base (F,I’,E) et

(7,7, k"), respectivement est invariable.

11.5.3 Composition des vecteurs vitesses

Le vecteur vitesse absolue peut étre calculée d’une autre fagon (Figure 11.12) :

Ona:

OM=00"+0'M

D’ou:
. _dUM_dOO’ dO'M
Ya=™ gt T T dt + dt
Donc:
. do07 d, o
v, = ot -l-E(x Y + y'(t); -l-z(t)m
. do0’ dx'(t)_. , dU dy ®—, dj” dz’(t)_:.
=v, = T + ' !+ x'(t) dt ' 'ty (t) It k
+z(t)d
On pose :
doo’ dv dj” dP’
V, = + x' (t) —l—y (t) —I—z (t)

dt



dz'(t) —

dx'(t) . dvy'(t
. _ - dy'(©) -
dt

Ur dt dt

}J'

D’ou:

Uy = U, + U,

v, : ¢’est la vitesse relative c'est-a-dire la vitesse du mobile M par rapport a R’

T, : représente la vitesse d’entrainement c'est-a-dire la vitesse du repére R’ par rapport
au repére K.

Deux cas de mouvement de R’ peuvent étre, en translation et en rotation, la vitesse

absolue et relative garde la méme expression par contre la vitesse d’entrainement se

met différemment.

- Cas de Translation

R’ en translation par rapport a ‘R

I? _dUU’
¢ dt

Les vecteurs unitaires du repere R’ ne changent pas ils gardent le méme sens et méme

direction de ce fait leurs dérivés par rapport aux temps sont nulles. Il y a que 1’origine

O’ qui varie dans le temps.

—s

T=v, 7=y, k=K
- Cas de rotation

On sait que n’importe quel vecteur en rotation par rapport a I’axe perpendiculaire sa

dérivé dans le temps est :

doM _ __,
— -G AOM
dt

donc:



v __ -
de 9N
dy . .
=wA)
a0
dF—ﬂAF
dr @
Alors :
doo’ _ R .
B = +x'O@AT)+y@O(@A)) + 2 O(@AK)
4 dO_O’. . ' - — ' e = r r
:>'l?e :?-i—(whx (t)i )-I—(mf'\}’ (t)} )-I—((-'_}AZ (t)k_j
. doo’ — -
=V, = e + w A (x'(t)!f +y' ()] +Z’(f)m
Ona:
OM@) =7 = X+ Y@ +2@OF
D’ou:
. _doo’ _
Te = —- +wAO0'M(t)

11.5.4 Composition des vecteurs vitesses

L’accélération absolue c’est 1’accélération du point M dans le repére R :

_d*0M _ d%x _,+d2y _,+dzz -
“a="qrz T gz ' T aer ) T are
r dzi_,. I zj_,. r ZF
+ x'(t) a2 + v'(t) 12 +z'(t) a2
d2x'() . d?y'(t) —. d*Z'(0) K
dt? ! dt? Jt dt?

dx'(t) dv  dv'(0) dif  dz'(t) dk’
( (t) +}()} N (t) )

_ d?00’

Ga = g2

dt dt dt dt dt dt



D’ou:
.

3 3 3
ad; = d,+a,+a;

L’accélération absolue est la somme de trois accélérations :

- L’accélération relative

. d?x'(t) - d?vy'(t) - d?z'(t) —
ar = 7 U+ z ) K
dt dt dt
- L’accélération d’entrainement
. d%o0’ d2r d?y”
G =— 5 +x () gz TV () 72
d2k’
+z'(t) T

- et accélération de Coriolis

dt dt dt dt

dx'(t) dv dv'(t) dff  dz'(t) dk’
aczz( (0 dv dy'® df | dz'(©)

v' Cas de translation

Ona:
T=1 =cte, f'z,r_"zcte, k =k' = cte
D’ou:
A, = d, + a,
et
. d?oo’
Ay = —5—
€ dt?
v' Cas de rotation
Ona:
dv __
= w L
dt

D’ou:

dt

dt

)



—- —|

d200’
Ix (t) — ,-’\L + ' (t) .-’\j +z' (t)—Ak’

dt?

Ay, =
i T 7

’ ’

Lo dl e ) oo dk
+[x (Hw A T + vy ()w A T +z'()w A I

=d, = e AX'(OT +——Ay' (O] + 22 AR

d dt dt
+ [x’(t)co:‘\ (mﬁ. v ) +y'()w A (co AJ' ) +z'(w

A@ k)]

d200" [do . .
902 o A (x’(t)r.’ + y'(t)) —I—z’(t)ml

t@A(@Ax @) +@BA(BAY©)) + @A (B Az (O]

d200’ [dm do do l
_I_

=d, =

d; Al +y' (@) + z*(t)ml

+ [5:‘\ (Ej A (x’(t)i._'. -l-}”(ﬂ? +Z’(t)m)]

dZ00’ lda
= +

|7 W(t)l +[@A(BA0MO)]

Q=2 (dx’“) (@a7)+ 2 *"”Eﬂ (@A77 + dz;f) (@A F))

. _ (dx'(@®) . dy'() . dZ'(t) —
( (dtl-l_dtj-l_dtk

Exercices

Exercice 1 :

Un point matériel se déplace dans le plan (xoy) suivant les équations horaires

suivantes :



x(t) =t et y(t) =t?
1. donner I’équation de mouvement du mobile

2. calculer la vitesse ainsi que 1’accélération du pt M.
Solution

1. TI’équation de mouvement du mobile est :
y(®) = x?

2. lavitesse est v = 1+ 2t j, sans accélérationeta = 2§

Exercice 2:

L’accélération d’un point matériel M est donnée par la relation suivante :
a=ell+coswt j+t’k

A t = 0s la position et la vitesse du mobile sont (1 ; (-1/w?) ;0) et (1 ;0 ;-1)

respectivement.

Donner les expressions des vecteurs vitesses et position du mobile a I’instant t.
Solution

Pour trouver la vitesse il suffit d’intégrer I’accélération méme chose pour la position
c’est

d’intégrer la vitesse :

dv,

Ezetﬁvxzjetdtzet-i-(fx

At=0, v,=1doncC, =0d’ouv, =et

dv, 1
—— = coswt—=>v, = | coswt dt = — sinwt + Cy

dt w
At=0, v,=0donc(, =0douv, = isinwt

dv,
dt

1
=tZ>v, :Jtzdtzgﬁ +C,



1
At=0, v,=—-1donc C; = —1douv, =-t*>— 1donc
y 3
. , . = = 1 . = 1 =
La vitesse s’écrit : 7 = el +—sinwt j + (5 t? — 1) k

Pour trouver le vecteur position il suffit d’intégrer la vitesse :
dx

Ezetﬁxzjetdt=€t+fx

At=0, x=1doncC, =0doux = et

W _ t = —[1 nwtdt = - t+C

7 = cosw y = | sinwtdt = ——5cosw Y
1 - y 1

At=0 y= —z donc €, =0dou y = —-zcoswt

dz—(1t3 1):> —f(lﬁ 1)dt—(1t4 t)—l—tf'
dr  \3 Z=1\3 —\12 z

At=0, z=0 donc C, =0 d’ouz=1—12t4—t donc

. 1 o1 .
OM = etl—mcoswtj + (Et4 —t) k

Exercice 3:

Un point matériel se déplace sur une ligne droite suivant I’équation horaire suivante :
x(t) = —6t% + 16t (ten seconde)

Quelle est la position de ce corpsa t = 1s

A quelle instant ¢, il passe par la position O(origine)

Quelle est la vitesse moyenne dans I’intervalle de temps compris entre Os et 2 s

e

Quelle est I’expression de la vitesse moyenne dans I’intervalle de temps compris

to <t <At +t,

o

Donner I’expression de la vitesse instantanée, déduire sa valeur a t=0s
6. Quelle est I’expression de 1’accélération moyenne durant le temps Os et 2 s

7. Donner I’expression de 1’accélération instantanée.
Solution

1. at=1s = x(1) =10



2. x=0= —6t2+ 16t =0, il passe par I’originea t = Os et t zg = 2.7s

3. Vmoy = xiitzzz}:;:{rzn} = 4ms~?!

b gy = PO _ 16 121, — 6At

5. la vitesse instantanée est :
v(t) = limpgq Vmey = 16 — 12t ,donca t = 0s = v(0) = 16ms™?
6. I’expression de I’accélération moyenne durant le temps 0s et 2 s est

_v(tz?’.)—v(tzﬂ)_

Amoy 70 = —12ms 2

7. a= limﬁt_,,Q G:moy =—12

Exercice 4:
Un point matériel M décrit la courbe d’équation polaire

rcos?(8/2) = a, OuU a est une constante

1. Montrer que la trajectoire de , est une parabole.

2. On suppose de plus que le module du vecteur vitesse est toujours proportionnel a
T

v = kr, ou k est une constante positive.

3. Calculer, en fonction de 8, les composantes radiale et orthoradiale du vecteur
vitesse

de M

4. Déterminer la loi du mouvement 8(t) en supposant que 8 est nul a I’instant t = 0



Solution

1. Sachant que cos? (g) = % (1 + cos8)

D’ou I’équation polaire s’écrit : ¥ = 2a — rcosf avec x = rcost et y = rsinf

. . —yZ44a? , .
On aura I’équation x = . cest I’équation d’une parabole
sin® 1 ]
. — - = = . - a
2. T=a—5 0 , Tl=a—7p 0 doncv =+7+rf=—73
cos E cos E Cos E

Exercice 5:

soit un repére mobile R'(0’,x’,y’,z") en mouvement par rapport a un autre fixe
M(0,x,y, z) avec une vitesse v,(1,0,0). On suppose que x’,y’, z’ sont les coordonnés
d’un point matériel M dans le repere R’ tel que :

x'=6t2+3t; ¥y =—-3t? et 2/ =3

on suppose qu’a ’instant ¢ = 0 ce point est a la position 0(0,0,0) dans le repére fixe
R.

1. Donner la vitesse relative de ce point ainsi que sa vitesse absolue.
2. En déduire les coordonnés du point M dans le repere fixe R.

3. Déterminer I’expression de 1’accélération relative et absolue.

Solution
A doM A -
1. Ona: v, :(—) , Ve =1
dt /g

—

D’un autre coté : R//R =i =107 =7,k =k', alors: 9, = (12t +4) T — 6t ]

2. vX %:}xzf(l?_t-l—él)dtzﬁtz-l-‘lt-l—(fl

dy
dt

vy =y = [ —6tdt = —3t2 + G,

d
vi = d—iﬂz:f{]dt:tf;;

At=0;x=y=z=0 douC, =C, =C3

3. I’accélération relative est donnée par : a, = (

I’accélération absolu s’écrit: a, =121 —6

b |



Chapitre 111 : Dynamique du point

111.1 Définition

La dynamique est I’étude des mouvements en fonction des causes qui les
produisent. Ce chapitre sera consacré a la dynamique, les relations qui existent entre
un mouvement et les forces qui en sont la cause
La dynamique, plus précisément, est 1’analyse de la relation entre la force appliquée

et les changements du mouvement du corps.

111.1.1 Quantité de mouvement

Un mouvement ne dépend pas que de la vitesse mais aussi de sa masse, deux

masses différentes qui se déplacent a la méme vitesse n’arrivent pas de la méme



facon. Pour cela on introduit une grandeur mathématique qui est la quantité de
mouvement.

La quantité de mouvement par rapport au référentiel SR d’un point matériel , de masse
m et de vitesse v est donnée par :

- -

p =mv

111.1.2 Notion de forces

Schématiquement, une force est une cause de nature a modifier la vitesse d’un
objet. Modifier la vitesse peut signifier lui communiquer une vitesse si cette derniere
était initialement nulle, ou bien en faire varier soit la valeur, soit la direction, soit les
deux a la fois. Quelle que soit leur nature, et quelle que soit la facon dont elles se
manifestent (a distance ou au contact de deux corps), les forces (par exemple le poids
d’un corps) sont des grandeurs vectorielle. Il faut donc, a chaque fois que ’on
considére une force, rechercher :

- la droite d’action (la direction),
- lesens,
- le point d’application,

- Dintensité.

e Ladroite d’action

Si une force s’exerce, par exemple, par I’intermédiaire d’un fil tendu, la droite
d’action de la force est celle que matérialise le fil. De méme, si une force est
transmise par une tige rigide, cette tige matérialise la droite d’action de la force.

e Lesens

Le sens d’une force est celui du mouvement qu’elle tend a produire ; si force et
mouvement

sont dans le méme sens la force est dite motrice ; dans le cas contraire, la force est
dite résistante.

Par exemple, les forces de frottement sont des forces résistantes.

111.2 Loi fondamentale de la dynamique



I11.2.1 Premiére loi de Newton Principe d’inertie

Les systémes soumis & des forces extérieures dont la somme vectorielle est
nulle sont appelés systéemes pseudo-isolés (ou isolés s’ils ne subissent aucune force —
cas idéal).

Le centre d’inertie d’un systéme isolé est en mouvement rectiligne et uniforme ou au
repos dans un référentiel galiléen.

De maniere équivalente :
Zﬁext =0 o (¥ = cte)

On appelle référentiel galiléen un référentiel dans lequel le principe d'inertie
est vérifié. Tout référentiel en translation rectiligne uniforme par rapport a un
référentiel galiléen est galiléen. Un référentiel n’est donc pas galiléen s’il tourne,

accélére ou freine par rapport a un référentiel galiléen.

111.2.2 Deuxiéme loi de Newton Principe fondamental de la dynamique (PFD)

On appelle force la grandeur vectorielle décrivant une interaction capable de
produire un mouvement ou encore de créer une déformation.
La force est représentée par un vecteur caractérisé par :
- son point d'application (le point matériel)
- sadirection
- sonsens
- son intensité
Un point matériel est dit isolé s'il n'est soumis a aucune interaction mécanique

avec l'extérieur. C'est le cas d'un corps seul dans I'espace loin de tout autre masse.

a- Forces a distance



Il arrive souvent que deux corps interagissent, bien qu’ils soient séparés par un

espace.

gt e |

M

S — - e e am of

-
=

e +0

Dans un référentiel Galiléen la somme vectorielle des forces extérieures qui
s’exercent sur un point matériel est égale au produit du vecteur accélération et

de lamasse du point matériel :
Z ﬁex‘t - mt_l'

v Interaction de gravitation et poids

Deux corps 1 et 2, assimilables a des points, s’attirent mutuellement. L’attraction

qu’ils exercent 1I’un sur 1’autre est : Proportionnelle a leur masse m,; et m;.

Inversement proportionnelle au carré de la distance d entre les deux points.

Les forces qui modélisent cette interaction mutuelle a les caractéristiques suivantes :

e Leur point d’application est tel que la force exercée par 1 sur 2 s’applique en 2 et
la force exercée par 2 sur 2 s’applique en 1.

e Direction : droite 12

e Sens: vers le centre attracteur



o

e Valeur: Flfz = —Fz{;l =G m;2 et G est la constante universelle de la

gravitation
(G =667 X101 N - m2 kg™2)

— My. Mg _,
F:GTH

v Interaction coulombienne, force électrostatique

Considérons deux charges électriques et ponctuelles g; et g, placé dans le

vide. La charge g, exerce sur g, une force F qui peut étre attractive ou répulsive

suivant le signe du produit g, q-.

« Valeur: Fu) = Fs), = 1 a8 _ 2498 avec k = - L _—9.10%58I

2

T oamsy  dl g
= 1 qaqp -
F= — U
dmey d

£p est appelée permittivité du vide

v" Force magnétique

Une charge q qui se déplace avec une vitesse # dans un champ magnétique
caractérisé par le vecteur B subit une force magnétique appelée force de Lorentz f,,

donnée par :

-

fm:qﬁhg

b. Forces de contact

Elles apparaissent chaque fois que deux corps sont en contact.



Exemples

ZFx:Max%F—Mgsinﬁ:Max

ZFJ,:MQJ,:G—>N—Mgcos|9:0—>N:Mgcosﬁ

II1.2.3 Troisieme loi de Newton Principe de ’action et de la réaction

Contrairement aux deux premieres lois de Newton, cette troisiéme loi ne relie
pas le mouvement aux forces : elle concerne deux systemes en interaction.

Si un objet (1) exerce une force, F;_,, sur un autre objet (2), ce dernier exerce en

retour une force, —ﬁz_}l, d’intensité égale mais de sens opposée:

111.2.4 Application de la relation fondamentale de la dynamique (RFD)

Prenant I’exemple d’un chute libre sans frottement, on tire un projectile M avec une

vitesse U dans le champ de pesanteur uniforme. M est en O a t =0. le plan

(x0y) est appelé plan de tir car il contient les vecteurs 7, et g .



Vesinaf---= l

Yol

O vcosa

Les coordonnées du vecteur vitesse initiale sont :

Vgy = Vg COS
Ty = {Voy = Vosin a
Voz — 0

=y

Le projectile, en chute libre, ne subit que son poids P = m. §; cette force est verticale,

vers le bas et de valeur constante @ = g

v" Vecteur vitesse instantanée

dvy(t)
ax(t) — dt =0
0y (©) = dvé,st)

dv,(t) _
az(t) = dr 0

vx(t) = (4

= —g Intégrer vy(t) =—g.t+(;

vz(t) = (3

ou €y, C; et C3 sont des constantes d’intégration, que 1’on déterminer par exemple a

I’aide des conditions initiales :

1,(0) = vy, = vgcosa = C;
7(0) =0y =4 v(0) =vgy =vgsina=—-g.0+C; =C,

Uz(ﬂ) = Vpz = 0= C3



1,.(t) =vycosa
vy(t) = —g.t + vysin a
v,(t) =0

v" Vecteur position

Les coordonnées du vecteur position OM(t) s’ obtiennent par intégration sur le

temps :
B dx(t)
vx(t) = dt x(t) = vgcosa.t +C,
dy(t) . 1 _
w(t) = it intégrer {y(t) = 59 t? +vgsin @.t + Cs
© = dz(t) z(t) = Cq
T

Cy4, Cs5 et Cg sont des constantes d’intégration que I’on peut déterminer a 1’aide des

conditions initiales : si M est initialement a I’origine O, alors 4, = C5 = €4z = 0

x(t) =vycosa.t

— 1
OM(t) =4 y(t) = 39 t? +vysin a.t

z(t) =0

v' Equation cartésienne de la trajectoire

L’équation horaire x(t) = vo cos @ .t permet d’exprimer le temps t =

Vg COS @
1 x? ) x
= —c-fg.—5 5 tlsina.————
) 29 vo? cosa? 0 Vg COS &
1 x2 N
y=—-g.———+xtan «
27 "vy? cosa?
)
y=— x?+ xtan a

2
2v," cosa?

On retrouve une équation de trajectoire parabolique, dans le plan de tir, incurvée

(ouverte) vers le bas.



v,=0
v '
) o —
“A \\\ Y,
- y -
/ o ¥ -
Vok V4 .7 Yy \‘
Wt Yoy \
4 %
:\9" \
i | A ‘lA ?
0 Yy i=g

v Caractéristiques de la trajectoire

Au sommet de la trajectoire, la composante verticale de la vitesse s’annule :
vy (ts) = 0.

D’apres 1’équation horaire de cette grandeur, le sommet est atteint a la date

vy(t;) =0= —g.t; + vysina =0



1 vy?sin a? vy sin a
y(it)=—z9g. ———+ vysina.———
2 g2 ° g

1 vg?sin a®? vy%sin a?
=y() = R r + p

2 2

1 vp°sin «a
=y(t) ==.

2 g

D’un autre coté, La portée est I’abscisse xp du point P pour lequel I’altitude est nulle :

c’est la distance totale au sol parcourue par 1’objet.

1 xp?

y(xp)=—5g.

t =0
2 +xptan a

vo? cosa?

1 Xp

=ylxp) = (——g

.——— + tan a)x =0
27 "vy® cos a? i

xp = 0 (point de lancer)

1 Xp n 0 1 Xp
——g.——————+tana=0=>-g.———=tan«a
29 Vo2 cos a? 29 Vo2 cos a?
g Xp
> ————=tana«

2
2 vy” cosa?

2
2v,° cosa’tan a

:}xP:
g
2 .
2v," cosasina
:>xP
g
2 o3 2
vp“ sin2a
ij:



YA
o =60°
o =45° -
A
T
()]
©
£
>
o =30° =
£
5
2
=
a=15° B
A J -
O X
portée D

La portée croit avec v,? ; elle est maximale, pour vo donné, lorsque a = 45°

111.3 Moment cinétique

Soit une particule de masse m animée d’une vitesse ¥ en rotation par rapport a un

point 0. Le moment cinétique de m par rapport a O est:

L=7Ap
Avec :
{E:T"ﬁ,?ﬁ' SL=mFAd
P =mv
Lo

111.3.1 Théoréme du moment cinétique



L=7%Ap —
rAp dt dt
dL_*Adﬁ 4Ad?
dr | Var TPMar
dL . dp . .
— =rA—=71AF
dt t

La dérivée du moment cinétique d’une particule, par rapport au temps est égale au

moment de la force qui lui est appliquée au méme point.

111.3.2 Etude du pendule simple

Un pendule simple est constitué d’une masse m assimilée a un point matériel

M et d’un fil sans masse inextensible de longueur .

En I’absence de frottements

P16,
F=1
Ona:{F=F+T
)T
P=mg

Le moment cinétique devient :



dL—fAﬁ—fA(P'+?):>dL—fAP'+EAT'
dt B dt
D’ou:
dL o =y ..
Ll IFsin0 +TAP
df,'_qﬂp.
dt
dL . o
E:Iurﬁ.(mgcosﬂur—mgsm-ﬁ'ug)
dz — — — —
:>E =IlmgcosB(u, A u,) — Il mgsinf(u, A ug)
dL o
ﬁaz—lm‘gsmﬁuz
Ona:
7 2a3 L=m7Av
{:T Polioig,
= mv . .
P v=101uy
=L =mli,AlOlUyg=mI20 (i, A ig)
De plus :

7T 25 — — . .
{L—ml 6 (u, A ug):>L=mI28 2

T, =7, A T,

D’un autre coté :

dL  d(m1%6 u,)
dt dt
dL _ df
— i ml = Uz

L=ml%6 i,=

—

D’autre part :



— =—Ilmgsin i, )
= —lmg sin 6 u, =m 1°61,

=@ —I—Esinﬂ =0

l

En présence de frottements fluides

Ona:
Et:
dl - . dL -+ ,. - —
E:IAFﬂazfﬁ(P‘l‘T‘l‘ frott)
dz = = = — = —
jE:IAP‘l‘IAT‘l‘IA frott
dE = — -  —
E:‘IAP+IAffTOtt
dL e
:>E=—Imgsmﬂuz+rf!\ffmtt
D’un autre c6té, nous avons :
}?}mtt:—hml}':—hml}'
Donc :
IAF prote = Lty A(—hm 16 i)
ﬂﬂ}?'fmtt:—hmﬁf (HT.A ug)
_.A }?f'r'ott = —hmf 14 Uz
D’ou .
dL - o
Ez—lmgsinﬁuz—hmﬂlzuz

Ona:



dL , S
—Ilmgsin6u, —hmé > u, _ )
= —Ilmg sin 61U, —hmb 1?1, = m1?6u,

dt
dL i
E =m E Buz

=0+ ho —I——'?Sinﬂ =0



Chapitre 1V: Travail et énergie

IV.1 Le travail d’une force
Définition

Le travail d'une force mesure I'effort a faire pour déplacer un objet le long d'un
trajet qui peut-étre horizontal ou pas, rectiligne ou pas. Un travail peut étre positif
auquel cas, on parlera de travail moteur, car un moteur peut trés bien effectuer cet
effort de déplacement. A l'opposé, un travail peut étre négatif, on parle de travail

résistant car il s'oppose au déplacement, c'est le cas des forces de frottements.

e (Cas d’une force constante et d’un déplacement rectiligne. Un point matériel, soumis a

une force F constante en module et en direction, se meut d’un point 7 & un point .

Son déplacement est donc :
Ar = ?:.2 — :Fl
Durant ce déplacement, la force F exerce un travail

J—

wi, = F.Ar = |FH&T‘COSO‘,’

Ce travail peur étre positif, négatif ou nul, ca dépend du signe de cos a :
e COS a == 0 c’est un travail moteur.
e cosa < 0 travail résistant

e cosa — 0 travail nul

V.2 Travail élémentaire
Dans le cas ou la force F est variable et un déplacement quelconque. On calcul

le travail de cette force pour un déplacement infinitésimale dr rectiligne, on parle du

travail élémentaire dw défini par :




dw = F.dr

1.2 Travail effectué par une force constante

Une force est vectoriellement constante si ses trois caractéristiques (direction,
sens et valeur) sont constantes.

Considérons le déplacement du point d’application d’une force d’un point A a

un point B (un déplacement rectiligne ).

Le travail d’une force constante E est égala :wy_p = F.AB
wps = ||| 7B cos 6

e w,_p s’exprime en joules (J)

e  Fennewtons (N)

AB en metres (m)

B est I’angle entre le vecteur force F et la direction du déplacement du point

d’application de F.
e SiW(F) >0 ondit que le travail est moteur w = +F AB,90° > 6 > 0°
e SIW(F) <0 ondit que le travail est résistant w = —F AB, 180° > 6 > 90°

e w= 0 Laforce F reste orthogonale au déplacement de son point
d’application 8 =90°;w = 0=d =0
e Le travail d’une force constante ne dépend pas du chemin suivi, alors :

{W:FABCOSB —w = FAB

=0

e Si la force fait un angle avec le déplacement, il faut en tenir compte

—

w=F ABcos® = F.AB

V.3 Travail effectué par une force variable

e [orce constante
W = F Ax

S5 = F.(x_f_xi)



A X
x; X

Force variable

Si le déplacement n’est pas rectiligne et si la force n’est pas constante, on

décompose le trajet du point d’application en sections infiniment petites sur lesquelles

on peut considérer la force F constante et le vecteur déplacement dl rectiligne.

Lors d’un déplacement élémentaire dl du point d’application d’une force F, le travail

élémentaire
."}.W'I = FI' [ Bi ﬂll

Travail total

n n
w :Zﬂ.Wi —>ZFI- cos G; Al;
i=1 i=1

300 +
—_ F|cos@
% 200 4 L
= I I I
= | | 1 I
B~ 100 + N
1 1 1 1 1 1 1 H
| | 1 1 1 1 1 l
| | 1 1 1 1 1 l
! [ 1 1 L i 1 1
0 ANl AL, Al AL Al Al AL D

Distance, £

T
W = Z FI' COSs ﬁiﬂli
i=1

b

W= J:i-mozﬂ cosf;Al; = f Fcos@dl

a



Pour trouver le travail total de a a b, on fait la somme de tous les travaux
élémentaires. Comme il y a une infinité de déplacements élémentaires pour aller de a

a b, la somme de ces travaux n’est pas une somme discréte ( 2, dW ) mais une

somme continue : il s’agit d’une somme au sens intégrale ( [ dW )

300 +
< 200+
>
L]
=~ 100+ :
| 1
| ]
] l
0 a b
Distance, £
b
= =
W= f F.dl
a

1VV.4 Puissance d’une force

La puissance d’une force, que nous noterons P, est le quotient du travail
fourni sur la durée lorsque cette durée tend vers 0

AW dw FE.dl
P = lim S

i
At—0 At dat dt

"1

P=Fv

B t
wzj szJ.’Pdt
A 0

Dans le cas particulier ou la puissance est constante
B t
wzf dW:;D[ dt=Pt
A 0

Dans le ST d’unités , la puissance s’exprime en Watt (W)
IV.5 Energie

L’énergie est la capacité d’un corps a fournir du travail en raison de
e saposition (énergie potentielle, E),

e savitesse (énergie cinétique, E,).



C’est aussi le travail fourni pour

e le ramener de la position qu’il occupe a une position de référence (Ep),
e [’amener du repos a la vitesse qu’il possede (E,).
IV.5.1 Théoréme de I’énergie cinétique

mouvement rectiligne uniformément accéléré

v — V7
:> J—
¢ 2d
F=ma 2 __..2
vi-vimF=m 2 M
a =
2d
2 2 2 2
Vy — V1 Uy — V1
W=Fd= d=
™34 mT
1 2 1 2
:>W=Emv2—zmvl

=W =E.(2) - E.(1)

1
=E, :Emvz

D’ou:
W = AE,
Le PFD appliqué au point matériel dans le référentiel (*R) supposé galiléen donne :

dv

Fem?
Mt

On multiplie scalairement cette équation par le vecteur vitesse :

pa_ (AF\ o dly dl o\ dE
i=m(G) i =mz(G7) = Gm) =
e SRS dEC
F'v_dt

.
ry
[a]

Il
T
=
Q.
™~



E _ Lo
¢ =5mv

e Une analyse dimensionnelle donne [E.] = MI*T 2 ce qui correspond a la
dimension d’un travail.

e L’énergie cinétique est toujours positive

IVV.5.2 Energie potentielle

=T}
Il
=1}
=
=
Il
=]
!
=
[y
[a]

Il
(e

= constante =

=}

IVV.5.3 Forces conservatives: Energie potentielle

Une force est dite conservative si son travail entre deux point M; et M, dépend

uniquement de la position de départ et de la position d’arrivée. Autrement dit, le

travail est indépendant du chemin suivi pour aller de My vers M,.

Si une force F est conservative, alors elle dérive d'une énergie potentielle E,. Donc
cette force peut s'écrire:
F =—grad E,

—

Pour qu'une force F soit conservative, il faut que: rotF =0
IV.5.4 Travail d'une force conservative

. =3 . . . r17r . r :
On dit qu’une force F est conservative si son travail élémentaire peut s’écrire

comme une différentielle, c’est-a-dire s’il existe une fonction E, telle que

W = F.OM

dW =F.dOM



Cette force est conservative, elle peut donc s'écrire

ﬁ:—gradEp
d
dx , 9E,, OE,, O9E,.
_d._ﬂ a . 6;_ d :>F=—ax1—ay}—az
gra _ai—l_ﬂy}—l_a ~ |3y
d
dz
_ 95
- — x
F=FEI+FJ+Ek gg
P’:—aE"f—aEp,?—aE"kj . 3y
dx dy dz 3E,
2= "
dE dE dE

. p—n 3 T_' —
- v os k).(dx1+d}j+dzk)

dw aEpd aEF’d aEpd dE
== T YTy T T BT T
D’ou:
dW = —dE

p
Le travail d'une force conservative pour déplacer un point matériel est égal

a la diminution de son énergie potentielle.

IV.5.5 Travail élémentaire d’une force

=2 =

dE. =F.vdt

. dOM - .

v=———=d0OM=vdt
dt



Exercice :

Soit la force E = 2xz 7+ yzj + (ax? + by? + cy?)k

1. Trouver les constantes a,b et ¢ pour que F soit conservatrice , sachant qu’au point
(1,1,1) laforce £ = 27+ — 3k
2.Déduire le potentiel Ex(x, y, z)

solution



- — —

k

1 J
——= | ) o =
rotF = / ¢ C =0
ox oy oz

(2xz) (vz) (ax*+hby* +cz%)
rotF = (2by — Jf’); —(Qax— Zx);' -0 (*)
et F(LLD)=2i+ j+(atb+c)k =2i+ 7 -3k (**)

de éq (*) on aura 2by-y=0 donc b=1/2, 2ax-2x=0 donc x=1

et de I’éq (**) on aura a+b+c=-3 donc ¢=-9/2

F =2xzi tyz j +(x*+(1/2)y*-(9/2)2) k

b)
. °E, . éE,- OE,-
F=—gradE (x.y,2) = —Cﬁp I— Cﬁ‘p J— C@_‘D k
OF OF OF 1, 9,
2 - _(2x2) (1) et —2=—(32) (2) - _(x’+—y"==z)  (3)
ox oy o 2 2

Del'éq() E, =—[Qxz)dx=—=22"+C(y,2)

De 1’éq (2)

PE oC (v, z &
i oC.2) _ ~(37) = C(3.2) = -2 4 D(z)
oy cy 2

En remplagant I'expression de C(y.z) dans E, et en ufilisant I’équation (3). On aura

aE "2 ?) Z ') ) )
i S S oD() =—(x" +ly‘ —2:‘) = D(z)= I(.\‘Z —2:2)01: =x’z —2:3 +C
oz 2 z 2 2 2 4
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