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Pieter Zeeman

Physicien Néerlandais qui a regut son prix Nobel de physique en 1902. En 1896,
Zeeman découvrit que les raies spectrales d'une source de lumiére soumise a un champ
magnétique possedent plusieurs composantes, chacune d'elles présentant une certaine

polarisation.
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Introduction

La physique des matériaux s’est développée tout au long du XXlIéme siécle, d’une fagon
spectaculaire en donnant naissance a des avancées technologiques. Ces avancées ont permis
de comprendre et de prévoir toutes les propriétés des atomes. La détermination de ces
propriétés se repose généralement sur le modele proposé comme premiére étape et sur la

résolution de la fameuse équation dite ici équation de Schrodinger.

Plusieurs modeles ont été établi dans le but de déterminer et de prévoir la forme analytique
de la fonction potenticlle. Dans ce travail nous allons assimiler I'é¢tude de 'atome a un modéle
de T'oscillateur harmonique ou nous supposons que 1'électron est 1ié au novau a travers un

ressort.

Le but de ce travail de License est de calculer comme premiére étape les fonctions d'ondes
propres et leurs énergies correspondant puis nous plongeons notre oscillateur comme
deuxieme étape. Le premier chapitre est destiné a exposer briévement l'oscillateur harmonique

d'une maniére plus simplifié via les opérateurs de création et d'annihilation.

Le deuxieme chapitre est consacrée a nous familiariser a I'é¢tude de la théorie des
perturbations ou nous considérons le terme interaction avec un champ magnétique comme une
perturbation. Nous déterminerons les nouvelles fonctions d'onde solution de I'équation de

Schrodinger.

Le dernier chapitre représente la partie la plus laborieuse de notre travail ou on applique
tous "outil théorique déja vu au chapitre précédent a la détermination des fonctions propres
de I'oscillateur harmonique en présence de la perturbation.

Finalement on terminera ce mémoire par une conclusion.

2]




CHAPIIRE 1

Oscillateur

Harmonique




I’ oscillateur harmonique
L.1. Introduction

Oscillateur harmonique est un systéme périodique dans le temps. Il est dit harmonique si
les oscillateurs effectués sont sinusoidales, avec une amplitude et une fréquence qui ne
dépendent que des caractéristiques intrinseques du systéme et des conditions initiales. Cela est
le cas en mécanique pour une particule évoluant a une dimension dans un potentiel

: 1 i
quadratique, de forme générale : V(r) = Ekxz k étant une constante positive ou la figure I-1

montre sa variation en fonction de x :

Potentiel harmonique

40
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20 H

10

-10 -5

X o
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i
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Figure I-1 : Variation du potentiel harmonique en fonction de x

Cette forme de potentiel est obtenue notamment dans le cas d’oscillations de faible amplitude
autour d’une position d’équilibre stable dans un potentiel quelconque (cf. article sur
I’oscillateur harmonique classique), car au voisinage de cette position d’équilibre le potentiel
prend cette forme. Pour cette raison, le concept d’oscillateur harmonique joue un réle majeur
dans de nombreuses applications de la physique.

La mécanique quantique a révolutionné un grand nombre de concepts fondamentaux dont
I’oscillateur harmonique est 1’exemple le plus familier car sa reformulation dans le cadre
quantique, nous a permis d’élucider plusieurs résultats expérimentaux, notamment en
physique de la matiére condensée. Son étude nous améne a introduire des outils
mathématiques d’ordre d’intérét considérable en physique générale et plus particuliérement
en physique des matériaux. Nous concentrerons notre étude a I’oscillateur harmonique a une
dimension

[3]




L.2.Etude classique

I’hamiltonien classique d’un oscillateur harmonique unidimensionnel s’écrit :
2

H= X+ mo?? (I-1)

. . By o
Ou % mw?x? représente le potentiel harmonique et ﬁ est I’énergie cinétique, w est la
fréquence (angulaire) appelée pulsation propre de 1’ oscillateur.
Notre objectif est de déterminer les solutions propres de cet oscillateur, ceci revient a
minimiser 1’énergie totale autrement dit a développer le potentiel harmonique au voisinage
X = X, sous la forme de Taylor :

1 /d?V
Ve = Vo) +2(53) (x=x0) + (1-2)
Avec la supposition (dz—v) >0
PE dxz &

L2.1Equation du mouvement

La détermination des équations du mouvement repose sur les équations de Hamilton ou

Bz . Bx
dt m
1-3
L1 . =

dt
La deuxiéme équation montre bien qu’un oscillateur harmonique est soumis a une force de

rappel.
L.2.2Simplification des équations
Pour mieux donner une forme plus symétrique a ces équations on devrait réécrire le

hamiltonien précédent sous une forme plus réduite, en introduisant de nouvelles variables
canonique :

Py = 2 ., X=vVmox (I1-4)

Ce qui permet de le mettre sous la forme :
H=2 (2 4+ mox?) = 2(p,2 +X2) (I-5)
z \maw g WEX
Comme {X, P, } = 1, la transformation (x, py) — (X, P,) est canonique, et donc laisse

inchangée la forme des équations de Hamiltonien . Les équations du mouvement précédentes
deviennent alors :

8_,
ar . ©PPx (6}
d -
- —wX
dt
: : X+i s ;
L’introduction de la grandeur complexe a = \/lzp % permet de regrouper ces deux équations
en une équation unidimensionnelle :
dot ;
T = —loa (I-7)

Dont la solution générale est de la forme a(t) = oye ™%, avec oy = a(t = 0) et par suite une

particule de masse m dans ce potentiel a un mouvement sinusoidal de pulsation w.

[4]




L’ énergie de la particule est une constante du mouvement positive ou nulle
H=-m(x? + w?x?) (I-8)
Dont la valeur dépend des conditions initiales de fagon continue, sans restriction.

Le Hamiltonien réduit précédent s’écrit en fonction de « sous la forme :
H=wa"a (1-9)

L.3.Etude quantique

Revenons a notre hamiltonien (I-1) et réécrivons-le en fonction des opérateurs de création et
d’annihilation qui agissent sur un espace de Fock. Cet espace qui est vectoriel ou les
opérateurs qui appartient a lui ne sont plus des fonctions analytiques mais des opérateurs
généralement hermétique ou leurs valeurs propres sont réelles autrement dit énergies.

La résolution de ce systéme d’une maniére quantique revient a résoudre la fameuse équation
de Schrodinger :

H [y =Elp) (1-10)

ol E est I’énergie associée a un état propre 1)) du systéme.
La meilleure formulation de résoudre (I-10) est de la présenter en représentation position, en

tenant en compte que :
hod

£=x] Et giasine (I-11)
Ce qui donne 1’¢quation différentielle suivante pour la fonction d’onde en notation de Dirac :
P(x) = (xly) (1-12)
Et I’équation (I-10) deviendrait :
B2 qzv maw?
g+ (B =5 %*) 90 =0 413

La résolution mathématique de cette équation ne présente pas de difficultés majeures, bien
qu’elle conduise a des calculs assez complexes. Toutefois une telle méthode est surtout peu
explicite physiquement, aussi est-il préférable d’employer une autre approche, trés féconde,
développée par Paul Dirac, qui non seulement permet d’obtenir les valeurs propres du étre
généralisée a d’autres situations. Nous en donnerons ici un exemple plus familier e cas d’un
oscillateur harmonique classique a une dimension modélisé par un potentiel quadratique,
typiquement (m étant la masse du systéme) :

[5]
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Figure I-2 : Présentation de la fonction d’onde
Montre I’allure de la fonction d’onde de 1’ oscillateur harmonique. Le caractére harmonique
du potentiel réel conduit a des niveaux d’énergie bien spécifiés

1.3.1 Les propriétés générales des états propres

Avant toute résolution, il est possible de déduire certaines propriétés des valeurs ¢t états
propres du hamiltonien quantique précédent.

1. Les valeurs propres E de H sont toujours positives ou nulle :
En effet pour un état [1p) > quelconque, il est évident que || X |}|? = 0
IZ1M}IZ = (plR*2IP) = (IR = (2%} = 0 (I-14)

De fagon évidente, il en est de méme pour le terme en p,.%, done pour tout état 1)), (1/)|FI |1/))

2. L’énergie de I’état fondamental est nécessairement non nulle :

D’aprés ce qui préceéde il est possible d’introduire les variances des valeurs moyennes de X
Et de By, soit (Ax)? = (£2) — (£ )%et (Ap)? = (B} — (P, ). par suite en choisissant un état
« d’essai » |if) tel que (F) = 0 et (B, ) = 0, la valeur moyenne de H S’exprime sous la
forme :

() = (5,2 + 22 2) (I-15)

la valeur

h
4(xz) ’
moyvenne du hamiltonien pour un état quelconque est donc a minima telle que :

La relation d’incertitude AxAp, = g implique alors qu’au mieux(p, ) =

[6]




7 mn? (£2)

7 > ;
()2 et (1-16)

Cette valeur peut étre minimisée par rapport a = (£2), considéré comme variable, ce qui

- am h? me® . sy L. ~2

implique P 0= —rT + = soit finalement {£<) = —— pour la valeur de (<)

minimisant{/{).

; v : - ~ h
Il vient par substitution dans I’expression précédente : {H) > ?w

Par suite 1”¢état fondamental de 1”oscillateur harmonique quantique a une énergie non nulle
(énergie du point zéro), contrairement au cas classique, et ceci résulte directement de la
relation quantique entre X et p,. .
3. Le confinement de la particule dans ce potentiel indique que le spectre de ces
énergies sera direct.
4. Le systéme ne fait apparaitre qu’un seul degré de liberté, il n’y aura donc un seul
nombre quantique

L.4.Résolution quantique dans I’espace de Fock

Introduction des opérateurs de création et d’annihilation nous permet de donner a
I’hamiltonien une forme plus adaptable. Ceci est aisé dans la mesure ou il est aisé d’introduire
une « échelle » d’énergie pour le systéme en utilisant la quantitéimw, par suite (hest la
constante de Planck réduite) :

sy s 2 2 a2 3 2 2
ff — 5. 2 g A L _h_“’(?’JC) ma g -
= 2m +2 mwE" = o [2mﬁm+ 2hw ]_ 2 l mhew G h ¥ (I 17)

11 est facile de simplifier I’écriture de H, en utilisant les opérateurs sans dimension (mais
hermitiens) suivants

p=-Lt— ot £= |22 (1-18)

Compte tenu de relation de commutation X, p|= ih, la relation de commutation entre ces
nouveaux opérateurs s’écrit :

|X, P| =il (1-19)
En termes de ces opérateurs « réduit » le hamiltonien de 1’oscillateur harmonique

unidimensionnel s’écrit sous la forme :

. fiw s~
H=-—(X*+P?) (1-20)

I.4.1 Remarque

e La quantité /% a la dimension d’une longueur.

e Les opérateurs « réduits » d’énergie, de position et d’impulsion quantiques ont des
expressions qui rappellent celles utilisées dans le cas classique, sauf pour 1’utilisation
de la quantitéh .

[7]




LS Operateurs d’échelle

En utilisant la relation de commutation entre les opérateurs « réduits » de position et
d’impulsion il est facile de vérifier I’identité suivante :

(R—ip)(R+ip)=X2+P2+i(RP-PX)=200 -1 (1-21)

Ceci suggere I'introduction des opérateurs non-hermétiques, appelés « opérateurs d’échelle »,
adjoints 1'un de 1’autre :

4= (X+iP)

T2
P (1-22)
=%

Ces opérateurs sont dits respectivement d’annihilation et de création de quantum d’énergie,
pour des raisons qui apparaitront plus bas. 1 est facile de déterminer le commutateur entre ces
deux opérateurs: [a,at] =1

o £= \%(’a* + &)
De méme, les opérateurs X et P s’expriment sous la forme : 1
P=i=(at-a)
vz
Le hamiltonien du systéme peut alors s’ écrire sous la forme :
A= haw (a+a +20)+ ho (N‘ +21), (1-23)

Ou N = @t a, est appelé opérateur nombre de particules.

Par suite, la détermination des valeurs propres du hamiltonien se rameéne a celles de
I’opérateur sans dimensionsN, qui est évidement hermitien puisque

Nt=(ata)* =ar(a")t =N (1-24)
Par suite, ses valeurs propres sont réelles.
Remarques

e [ opérateur d’échelle @ peut &tre considéré comme le « pendant quantique » de la
quantité complexe o définie dans le cas classique, partie 1.

o Il est intéressant alors de comparer 1’expression du hamiltonien classique « réduit »
avec celle obtenu dans le cas quantique. En dehors du facteur A,la principale
différence vient de 1’apparition du terme supplémentaire en 1/2 dans le cas quantique,
lic au caractére non commutatif des opérateurs d’échelle (en fait, de X et 4, ), qui
donnera lieu a I’apparition de 1"énergie dite de « point zéro ».

[8]




L5.1Calcul des valeurs propres
Les états propres commun de N et [ sont notés |n), avec pour valeurs propres :

N|n) = n |n), lavaleur propre V étant o priori un réel. Les valeurs propres de T sont alors
de la forme E,, = hw (n + %) dans la mesure ou cela ne change pas les résultats pour les

valeurs propres il n’est pas nécessaire dans un premier temps de prendre en compte une
éventuelle dégénérescence de ces états propres.

Relations de commutation utiles

A Partir de la relation de commutation précédentes entre les opérateurs d’échelle, il vient
facilement :

e [Na|]=Na-aN=ataa-aaat=-[agatla=-a (125 a)

+_a\+

=)

= atata—ataat=at[aat] = at (125 b)

(=3

. [N , d"’] =N
Ces divers relations rendent possible la détermination des valeurs propres de/N.

Action des opérateurs d’échelle sur les états propres |n}

En utilisant les notations et relations précédentes, il vient facilement :
[IV, d”n) = N(@ln)) = —d|n), ce qui donne :

N(@[n}) = (n— 1)(@In)) (1-26)

Autrement dit (@|n}) est un vecteur propre de N de valeur propre ( n — 1), il est possible de

poser :
d|n)y = a|n — 1}, avec a nombre complexe qui peut étre déterminé a un phase prés en

utilisant le fait que :
lal? = lla|nll? = {n|a*aln} = n (1-27)

Et comme néeessairement ||@|n}||? = 0 il est possible d’en déduire successivement :
1. que les valeurs propres n de N sont positives ou nulles ;
2. que si en particulier n = 0, alors @|0) =0 et inversement si dln) = 0
alors
atdln) = 0=N 'n} et donc tout état respectant cette condition est propre de
N de valeur propren = 0 ;
3. qu’en effectuant un choix de phase tel que a soit réel, 1l vient :
@ = /n, soit encore :

aln) = vnjn - 1) (1-28)

par suite I’opérateur & abaisse la valeur propre v dune unité, d’ou le nom d’opérateur
d’annihilation de quantum (de vibration) donné plus haut.

[9]




En procédant de méme avec @™ il est possible de vérifier avec la méme convention de phase
que @t|n) = vn + 1 |n — 1), par suite ’opérateur @™ accroit la valeur propre V d’une unité,
d’ou Ie nom d’opérateur de création de quantum (de vibration) donné plus haut.

Valeurs propres de I’opérateur N

Soit état propre |v) avec v non entier, positif, N étant le premier entier tel queN > V7, il
résulte de la relation d|n) =+n |n — 1), que I'application a N reprises de ’opérateur
d’annihilation @ permettrait d’obtenir un état propre de N avec une valeur propre négative, ce
qui n’est pas possible puisque les valeurs propres de N sont positives ot nulles.

Enrevanche si V = n, n entier strictement positif, n applications successives de @ donnent :
(8)*n) = n) = vn!|0), et une nouvelle application de @ donne alors le vecteur nul.

Par suite les seules valeurs propres 1 de 1’opérateur N sont les entiers n positif ou nul.
I’application d’opérateur « nombre » de quanta de vibration » donnée plus haut est donc
justifice.

Les résultats précédents donnent alors :

Les énergies accessibles par 1’oscillateur sont : E,, = hw (n + %) avec n entiers positifs ou

nul.
Ces états ont les propriétés générales suivantes :

e les énergies accessibles par l'oscillateur sont quantifiées. Ce résultat a
de nombreuses répercussions en physique statistique par exemple : de
fait, il est impossible de décrire correctement les propriétés thermiques
des solides (capacité calorifique par exemple) sans tenir compte du
caractére quantifié des états de vibrations des atomes qui les
constituent.

e Les états d'énergie sont espacés de la méme quantité Aw. Ceci permet
de considérer que le passage de 1'état n a 1'état n + pcorrespond a
« I'absorption » de p quanta d'énergie par le systéme. Cette fagon de
penser est en fait trés féconde : ainsi I'étude des vibrations dans les
solides conduit-elle & introduire la notion de phonon, qui se comporte
comme des quasi-particules. De méme, et de fagon plus significative, la
quantification du champ électromagnétique conduit a introduire les
modes propres de ce champ, appelé « photons ».

Comme cela a déja mis en évidence qualitativement, 1'énergie de 1'état fondamental est non

nulle, avec Ej = Tm , appelé souvent « énergie du point zéro » de l'oscillateur. Il a déja été

montré que cette situation, trés différente du cas classique, résulte de la relation d'incertitude
de Heisenberg.

Détermination des états propres
Non-dégénérescence de 1'état fondamental

En supposant que 1'état fondamental est k-fois dégénéré, il est possible de poser|0) =|0, A)
avec &= 1,2, ....., k. Comme pour tout 2. |0,A) = 0, il est possible de revenir a la définition

[10]




l'opérateur d'annihilation 3 et de donner 1'équation différentielle correspondante en
représentation position que doivent satisfaire les fonctions d'onde QJ%(X) pour toutk :

dyrd

—+ %Xd}%(x) =0 (I-29)

Cette équation est aisément soluble par séparation des variables et abouti a une méme

fonction, a une constante (complexe en général) de normalisation preés :
m

Po(x) = Coexp (—2—;}(2).

1
mdaw

La normalisation de ce résultat, permet d’obtenir C, = (§)4 . Par suite, les solutions étant

proportionnelles entre elles, 1'état fondamental est non dégénéré.
Il est alors facile de voir que tous les états propres du hamiltonien sont non dégénérés : en
effet s1 c'était le cas il serait possible a partir de deux états

In, 1) et|n, 2) de méme énergic E,, d'obtenir, par application a n reprises de l'opérateur
d'échelle @ deux états fondamentaux dégénérés|0,1) et |0,2)distincts, ce qui est impossible du
fait de la non-dégénérescence de I'état fondamental.

1.5.2 Etats propres de I'opérateur N

Une démonstration par récurrence utilisant l'opérateur de création de quantum de vibration
montre que les états propres de @@ s'écrivent :

n) = = (a""o).

' 5
F.
h;h.n
!
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Figure I-3 : |

Représentation des sept premiers niveaux d'énergie et des fonctions d'onde associées Y, (x) de
l'oscillateur harmonique quantique unidimensionnel.

En représentation position, il suffit de substituer l'expression de 4 et de Py(x) = {x|0)pour
obtenir l'expression de la fonction d'onde {r,(x) = {x|n) sous la forme :

1

P,(x) = \/% (%)Z (X — dix)n exp (— X;) avec X = Exposition

réduite.

[11]
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Figure 1-4 :

Représentation similaire a la précédente, avec cette fois-ci les allures des densités de

probabilité de présence |L|Jn (X)| pour les premiers ¢tats d'énergie de l'oscillateur
harmonique unidimensionnel.

En introduisant les polynémes d'Hermite H,(X) sous la forme dite « physique » définie par

2 n 2
exp (— X?) H,(X) = (X - dix) exp (X?) il est finalement possible d'obtenir l'expression
générale de la fonction d'onde P, (%) :

P, (x) = \/% (%)% H, ( EX) exp (— %xz) (1-30)

11 est facile de vérifier que ces fonctions d'ondes sont orthogonales entre elles et normalisées a
I'unité, en utilisant les relations d'orthogonalité des polynémes d'Hermite. Par ailleurs, la

parité de la fonction d'onde r,,(X) est celle de n.

Cette derniére relation nous permet de retrouver explicitement autant de fonctions d'ondes que
nécessaire. Par exemple pour n = 11l vient :

000 = (£(2)) o220 )

L6.Représentation matricielle

o Iamatrice représentative de I'hamiltonien Hsur la base des |n) est, par construction,

diagonale.
/ : 0 0 e, \
2
1

Ona H=hw| 0 12 G J—— | (I-32)
\0 0 241 .. /
2
o Sachant que 4%*|n) =vn+1 |n+1), en multipliant a gauche par |k) il vient
dfyn=vn+1 (kin+1)=vn+ 18,44 (I-33)
La matrice représentative de % sur la base des|n) est donc

[12]




Donc

(1-34)

N

Puisque &, =47y . la matrice 4 est construite en transposant 3% :

001 0 D )
0 0 +v2 0
b | D OB I &3
0 0 0 D
"')(1-35)

Il est alors facile de construire les matrices représentatives des observables % et P
puisque :

fcz\/%iz /ﬁ(amﬂ et p=vhmwP=-i[T2@-2a%).
(1-36)

0 1 0 0 -\
1 0 2 0 ==
= "1l0o v2 0 V3 -

[0 =i 0 0 )

i 0 —ivZ 0 ..
5=l 0 &2 0 —iv3
210 0 3 0

(I-37)

[13]




s Les seuls éléments de matrices non nuls de ces opérateurs sont donc ceux pris
entre les états |n) et|n + 1).

Les valeurs moyennes de la position et de I'impulsion sont nulles lorsque le systéme est dans
un état propre |n) .

1.7.Conclusion

I.’étude de I’oscillateur harmonique d’une maniére quantique nous conduit a
déterminer les différentes énergies possibles ainsi que leurs fonctions d’ondes
correspondantes. Le calcul de la variation des énergies d’une maniére perturba ive par
effet d’une interaction d’un champ magnétique est 1’objectif du deuxiéme chapitre.

[14]
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Oscillateur harmonique dans un champ magnétique

IL.1 Introduction :

Avant de passer a étudier l'effet Zeeman d'une maniére rigoureuse nous exposons une
petite introduction qui traduit le réle que jouerait la théorie des perturbations pour résoudre ce
fameux probléme qui parle de l'oscillateur harmonique dans un champ magnétique et qui
détermine les énergies possibles, leurs corrections ainsi que les états fondamentales
correspondant. Nous donnerons ici un bref apergu:

I1. 1. 1 Principe général
1. Position du probléme

Pour pouvoir améliorer la précision sur le calcul des énergies, nous utilisons un traitement
perturbatif des états électronique. Dans ce chapitre nous nous limiterons a la théorie des
perturbations stationnaires pour des états non-dégénérés. Supposons que nous souhaitions
améliorer la qualité de description d’un état phi dont nous connaissons une approximation
raisonnable ¢, d’énergie Eo. L’idée de base de la théorie des perturbations consiste en la
séparation de ’hamiltonien en :

H=H;+W (I1-1)

ou Hy est un Hamiltonien que 1’on sait diagonaliser et dont (pg est un état propre d’énergie Eq.

Ho |0l = E3 |o}) (11-2)

Notons de manidre générale (p;(r) les fonctions propres de Hy et E,, leurs énergies propres

associées.

et W une perturbation dont les éléments matriciels sont petits devant ceux de Hy (ou plus
précisément devant les différences d’éléments de matrice de Hy comme cela sera précisé plus
loin). Ainsi, 'effet de W est de "perturber 1égérement" les valeurs propres de Hy,. Cette
situation se rencontre, soit lorsque W correspond a une interaction contrélée et de force
variable (par exemple application d’un champ extérieur (&lectrique ou magnétique) sur
I’atome, soit lorsque W est associé a un effet interne a I’atome (interaction spin-orbite par
exemple).

La théorie des perturbations consiste a partir des états propres et valeurs propres de Hgy, a
déduire une expression approchée des valeurs propres et états propres de H.

On suppose que H et W sont indépendants du temps ce qui méne a des perturbations
stationnaires.

Pour exprimer clairement la petitesse des éléments de matrice de W devant ceux de Hy, on

introduit le paramétre sans dimension %y ou en exprimant W sous la forme :

[16]




W =3W (1I-3)

avec |hg] <1 et W opérateur d’éléments de matrice comparables a ceux de H,.
I’ introduction de ce paramétre }; prend tout son sens dans le cas d’une perturbation liée a un
champ extérieur de force variable. Nous verrons en fait que le résultat est indépendant de ce

paramétre qui par contre permet de mieux séparer les différents ordres de perturbation.

2. Résolution approchée de I’équation aux valeurs propres :

La résolution de 1"équation de Schrodinger par cette théorie repose sur le développement de

ces valeurs propres E() et de ces kets propres [W(.)) en puissance par :

EQL) = X5 o hleg
(11-4)

[P () = oo ra) (11-5)
Et on chercher les corrections successives apportés a 1’énergie kqsq et aux états propres A%|q).
Or, ces corrections sont plus petite, ce qui nous permet de procéder itérativement le processus
en s’arrétant lorsque la précision requise sera suffisante. I.”équation aux valeurs propres n’est
définit qu’a un facteur prés. Nous imposerons |'F(%)) d’étre normé et que sa phase soit réel et
positif.
Alors en utilisant le fait que ces fonctions sont normalisées :
KEOIFONI® =1 (11-6)
Et en identifiant les ordres enl, on obtient pour les ordres 0 et 1:

{0]0) =1 (11-7)

(0]1) +(110) =0 (11-8)
Ce qui nous donne{0|1} = 0 (car {O|W(A1)) est réel).

En réécrivant maintenant 1’équation de Schrédinger aux valeurs propres sous la forme :

oo oD

[H.]+,1W]imq)= D g | sla)

q =0 q=0
(11-9)

Et en égalisant les ordres entre les deux membres on obtient pour les termes d’ordre 0, 1, 2 et

qen A

[17]




(Ho — €0)[0) =0
(Ho — g0)I1) + (W —£)|0) =0
(Ho — £0)I2) + (W — g)|1) — &]0) =0

(Ho — g0)lg) + (W —£1)lg — 1) — £2]q — Z) ... — £4[0)

(1I-10)
(II-11)
(11-12)

(II-13)

L’état|0) est donc état propre de HO avec la valeur propre £g qui est done une des valeurs

propres deHO .

IL.2 Perturbation d’un niveau non dégénére :

Considérons un niveau d’énergie non dégénéré deHO, d’énergie Eg ¢t état propre|q0p) .

Compte tenu de ce qui précede, ona :

EOZEg

[op) = 10)

I1.3 Corrections de I’énergie au 1% ordre
En projetant I’équation (II-11) d’ordre 1 sur ((pé’l |

(avecq# p)on obtient :
(01| (Ho — €0)|1) + {04 | (@ — ep]o}-0
ce qui nous donne

(o1 1) = (o3

0 0
Ep_Eq

(I1-14)

(1I-15)

(11-16)

(I1-17)

On peut ainsi obtenir successivement les projections de |1) sur tous les états((pé | possibles.

Il vient donc :

[18]




e

ZZ E”)(p

a*p i
(II-18)
I1.4 Corrections de I’énergie au 2" ordre

On projette maintenant 1’équation (II-12) d’ordre 2 sur, on obtient

{(P?‘(H':' —£0)12) + {(PF‘(W - 51)|1) - 52{(;3?“{]) =0

(11-19)
Et en utilisant les mémes relations vues précédemment:
i W eedl 2
L
. — {(;[Jq|1ﬂf|t;ﬂp}|
s EC — E®
g=p i e o
(11-20)

I effet du niveauEg est donc de "repousser" le niveau d’énergieEg . On remarque que pour

un état fondamental, on a toujours Eg < Eg (pour tout q). La correction en énergie du i

ordre est donc toujours négative.
IL.5S Bilan

En réécrivant I’ensemble des corrections trouvées, en remarquant que dans chaque terme 1l

apparait AW qui est égal a W une fois que 1’on a substitué 7\.0 a A, on obtient:

~ ES + (fﬂp |W|fﬂp Z Z | 0 |W|(p’p)|

gq=p i

LW

gZp 1 (11-22)

(11-21)

[19]




qui ne fait plus apparaitre le paramétre % introduit. On voit ici que les conditions de validité
(ordres successifs d’importance décroissant suffisamment rapidement pour obtenir une

convergence de la série) imposent la condition:

(0} |W]g,) « E — EQ (11-23)

IL.6 Perturbation d’un niveau dégénéré

La difficulté tient au fait que 1’état |0), état propre de Hy, n’est plus déterminé de fagon

unique. I1 peut étre égal a I’'un quelconque des états |(pé) ou a une combinaison linéaire de
ceux-ci. C’est a dire qu’il appartient au sous-espace propre associé a ES que nous notons &p.
Le niveau Ep dégénéré gp fois ((|(pé) , 1I=1,gp ) états propres de Hy ) donne naissance, sous
I'effet de la perturbation W a f, énergies distinctes 1< f, < gp .

En projetant I’équation (1.9b) d’ordre 1 sur, ((pé |on obtient :

<g0‘ |W|0) =& <(p‘ |0) (11-24)
q q
puis en insérant une relation de fermeture:

D> (wbWlel)el|0) = e e} o)
qa J
(11-25)

Comme|0) E K 8] _P. le produit scalaire ((p:}|0) n’est non nul que si q = p. 11 reste

donc

> (ot |Wlo? Y wil0) = e:{ot o)
i
(11-26)

[20]




Tes éléments de matrice <g0;|W|g0;) sont en fait les éléments de matrice de la

-~

restriction de W au sous-espace propre E€p que nous noteronst . L’ensemble des g,

equations (II-26) pour i=1, g, représente une équation aux valeurs propres dans£p. L. état |0)

est donc un état propre deWp . La résolution de I’équation aux valeurs propres :
W,|0) = £|0) (11-27)
Nous donne donc simultanément les corrections, a ’ordre 1 de la théorie des perturbations,

aux états propres et valeurs propres. On remarque donc que pour trouver ’ensemble des

corrections a 1’ordre 1 de la théorie des perturbations, il suffit de diagonaliser successivement
les restrictions W, a chacun des sous-espaces propres €p deHy. L étape suivante consiste a
prendre en compte les éléments non-diagonaux de W entre sous-espaces propres distincts
deHg. On se trouvera alors dans la situation d’états non dégénérés. Dans la pratique, on
pourra rencontrer des situations moins "tranchées" que les cas décrits ci-dessus ou plus
précisément dans lesquelles la séparation entre Hget W n’est pas basé sur des considérations

physiques, mais plutét mathématiques. Par exemple, lorsqu’un ensemble est composé d’états

couplés entre eux par une interaction comparable plus grande que leur écart, on peut retirer de

Hy la quantité correspondant a ces écarts d’énergie (que 1’on place alors dans la perturbation)
de maniére a obtenir des états dégénérés pourHg . A I'inverse, il peut étre intéressant

(en terme  de rapidité de convergence de la série de perturbation) de transférer vers Hy la

partie diagonale de W.

En conclusion, la théorie des perturbations stationnaires est trés largement utilisée en
Physique Atomique, notamment dans 1'¢tude de I'hamiltonien de l'atome, dont les états sont
fortement dégénérés. Ayant trouvé les énergies des configurations, on s'attachera a lever leur
dégénérescence, et on obtiendra les "termes"”, puis les niveaux de structure fine. Enfin, si on
plonge le systeme atomique dans des champs extérieurs, électrique (effet Stark) ou
magnétique (effet Zeeman, Résonance magnétique, RMN, etc..), on pourra lever partiellement
ou totalement la dégénérescence des niveaux pour obtenir les sous niveaux Zeeman, par

exemple.

[21]




I1.7 Effet Zeeman

L'effet Zeeman apparait lorsqu'une source de lumicre est soumise 4 un champ magnétique
statique : les raies spectrales de cette source possédent plusieurs composantes, chacune d'elles
présentant une certaine polarisation. L'effet a été découvert par le physicien néerlandais Pieter
Zeeman qui a regu le prix Nobel de physique de 1902 pour cette découverte. Il existe deux
types: l'effet Zeeman normal et 'effet Zeeman anormal.

I'effet Zeeman normal qui peut étre décrit a 'aide d'un modéle semi-classique. Cela signifie
que l'on considére I'électron comme une particule, orbitant de fagon classique autour du
noyau. Par contre, le moment angulaire est quantifié.

L'électron sur son orbite de rayon r et de vitesse v représente donc un courant électrique I
exXprimé par :

: W
I — _ E -
Zarr
(I1-28)
Ce courant génére un moment magnétique :
" = L
jir = F= 8= —e-vﬁ-n
(I1-29)

-
Le vecteur S est perpendiculaire a l'aire comprise par 1'électron sur son orbite. Le moment
magnétique peut aussi &tre exprimé a l'aide du moment angulaire de I'électron :

- € i
He o2m,
(I1-30)
En effectuant une comparaison avec la définition du moment angulaire :
l=Fxf=mMm,~r-0-R,
(I1-31)
L'équation pour I'énergie potentielle dans un champ magnétique donne
(11-32)
E ~_.I.B
pot — o
2m,
(11-33)

ce qui donne déja la décomposition des raies spectrales.

[22]




Supposant que le champ magnétique pointe vers l'axe z, la quantification du moment
angulaire (E; =m- ﬁ') permet de simplifier I'équation :

(11-34)

ol m est le nombre quantique magnétique et # Ble magnéton de Bohr.

I1.8 I.”hamiltonien du systéeme

Essayons maintenant de réécrire notre nouveau hamiltonien sous une forme simplifice :
_ Pz 1 2 —-—
H=-—+ zkx gupSB (I1-35)

Ou I’hamiltonien de 1’oscillateur harmonique est :
1
Hoscillateur = O (aa+ + 5) (11-36)

Bl nggﬁ est I'interaction champ magnétique-spin.
Essayons maintenant de réécrire ce nouveau hamiltonien dans une base commune définit par
les kets propres :

Hiy) = (o= + ko — g 5B w) (I1:37)
Hly) = (ho(aa® + ) = g SBIv) (I1-38)
Hly) = [ho(n +2) — guyB, 5 Allv) (11-39)

Les corrections possibles attribuées aux énergies s’écrivent comme :
1
AEg = Ey — guBBZzh (11-40)
Avec Ep = %hm est I’énergie de 1”état fondamental.

Ce qui nous permettra de déduire une nouvelle expression :
AE, = Ey — gugB, > h (11-41)

I1.9 Conclusion
Maintenant nous arrivons a la partie ou nous avons des équations théoriques spécifiant
la théorie des perturbations accessibles aux calculs numériques, nous allons nous concentre a

convertir tous ce que nous avons vues aux chapitres précédents a des équations numériques
qui est I’objectif du troisiéme chapitre.

[23]
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Résultats et discussions

III.1 Introduction

Nous arrivons maintenant a la partie la plus importante de notre travail ot nous allons
convertir tout ce que nous avons vu aux chapitres I et II comme équations théoriques, aux
¢quations numériques accessible aux calculs.
Nous commencerons par la résolution de 1’équation unidimensionnel :
T |

T om Gl + = 2 mm®x* — gupS,B, —Efw(x) =0 (IT1_1)
Résoudre (III-1) numériquement revient a construire un organigramme de calcul inspirés par
un programme écrit en fortran qui repose sur la méthode d’Euler décrite comme suit :

II1.2 Méthode d’Euler

Pour résoudre numériquement 1’équation de Schrédinger, il semble pertinent d’appliquer la
méthode de discrétisation de ’espace et des opérateurs. Sous les hypothéses que W(x) est au
moins de classe C%, un développement de Taylor nous permet d’écrire les deux égalités

suivantes :
d¥ h? d*w
Y(ix+h)— ¥ = h—(x) + ——X( X) (111_2)
d¥ h? d*¥
Y(x—h)—¥= —h— (x) +— A (x) + 0(h3) (11_3)

Le somme de ces deux égalités :

T 2
Y(x+h) + ‘I’i}; h) — 2¥(x) _ d ‘S(X) + 0(h?) (111_4)

Apparait alors équivalent discret de 1’opérateur A (a une dimension, mais le cas a trois
dimensions s”en déduit aisément). La précision de cette expression est en O(h?).

En discrétisant I’espace d’un pas “h” et en injectant le résultat précédent dans 1’équation de
Schrodinger, il vient :

Y(x+ h) + ¥(x — h) — 2¥(x)
h2

+ f(x))¥P(x)+=0 (I11_5)

P(x+h) + ¥(x — h) — 2¥(x) + h2f()¥(x) + 0(h*) = 0 (111-6)

Cette équation peut étre réécrite de fagon a faire apparaitre une relation de récurrence
entre les valeurs de W aux nceuds du maillage. Le pas de la discrétisation est fixé a h et
I’origine est définie par le point O.

La fonction d’onde discréte s’écrit alors W, = ¥(nh) avec n un entier. De méme,
f, = f(nh). En ces termes, 1’équation s’&crit :

[24]




Phi1 = [1 = W26 ]P, — P,y + O(h*) (I11_7)

Le potentiel V étant a support compact il existe M tel que V soit nul (V = 0) pour
x < 0 et x > M (quitte a redéfinir le point O). Les solutions sur ces parties ou le potentiel est
nul ( V = 0) sont connues : ce sont des ondes planes de la forme : pour k = v/cE

¥(x < 0) = elk¥ 4 Beikx (111_8)
¥ (x> M) = Celk* (111_9)

a un terme complexe A pres qui n’est pas intéressant ici (ainsi B est directement le coefficient
de réflexion en amplitude et C celui de transmission en amplitude).

Lors de la résolution numérique, 1’algorithme débute a x = —2h. La connaissance des deux
premieres valeurs de W, (il s’agit de I’onde plane écrite précédemment) permet d’initier la
récurrence qui donne acceés a tous les Wy,

Une fois que 1'algorithme arrive a x = M, il renvoie la valeur de C (le coefficient de
transmission en amplitude) et refait les calculs dans le sens inverse (par symétrie la formule
est la méme) une fois revenue a x = 0, 1l renvoie une nouvelle valeur de B.

Pour la bonne valeur de B, la distance entre le complexe d’entrée et celui de sortie est nulle.
11 est donc nécessaire de faire appel a un autre algorithme qui va chercher le minimum de la
fonction qui prend B comme argument et qui renvoie la distance (au carré) entre le complexe
B d’entrée et celui de sortie.
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II1.3 Organigramme de calcul

On donne N nombre de divisions

dexetlepas:hz%,
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Dans un premier temps on résout 1'équation de Schrodinger relatif a 'oscillateur harmonique
ou on connait ces solutions, puis en deuxiéme étape nous écrivons notre nouvelle solution
avec l'ajout de la perturbation comme une combinaison linéaire des fonctions de base de
l'oscillateur harmonique et nous déterminerons les nouvelles solutions ainsi que leurs énergies
correspondantes et par conséquent les décalages induites par I'ajout de cette perturbation on
dit ici que ces nouveaux d'énergies sont clivés.

I11.4 Détermination des fonctions de bases

Les fonctions de base sont déterminées par l'application de 1'opérateur d'annihilation et de
création agissant sur un espace de Fock sur I'état fondamental

I11.5 Déterminations des nouvelles fonctions

Les fonctions de base sont déterminées par l'application de l'opérateur d'annihilation et de
création agissant sur un espace de Fock sur 1'état fondamental La détermination des nouvelles
fonctions solution de 1'équation de Schrodinger pour ce systéme repose sur le facteur
interaction qui est traduit par I'ajout du spin. Ce fameux facteur responsable de l'interaction
d'ou l'effet Zeeman. Les niveaux d'énergies ainsi déterminées présentent un décalage par
rapport aux niveaux d'énergie en absence de perturbation ce qui nous permet de dire quil y a
un clivage des niveaux. Comme premiere détermination on trouve les fonctions ou on
présente que la premiére fonction dont la figure II1. 2 donne toute les informations possibles.

II1.5.1 Potentiel harmonique

10 — , : . : .

g potentiel harmonique

Potentiel

-2 , . , . , . , .

Figure II1.1: Présentation du potentiel harmonique
On remarque d'apres cette figure que le potentiel a la forme d'une parabole répondant bien a la
formule théorique déja vue précédemment.
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I11.5.2 fonction d’onde

1,2 -
1,0-
05 4
06 -
0.4 4

0,2

| ! I L ] . 1 ! I
fonction d'onde

0,0

fonction d'onde

-0,2 4
i =
-0,6

0,8

Figure II1.2: Présentation de la fonction d'onde

La figure 2 montre la variation de la fonction d'onde via la distance x. On remarque bien que
cette fonction présente des oscillations autour de 'origine correspondant alors au mouvement
harmonique de 1'¢lectron autour du noyau.
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II1.5.3 La densité

1,0 4 — densité .

densite

Figure II1.3: Présentation de la densité
D'aprés cette figure 2 on peu dire que la densité présente un maximum au point d'abscisse
zéro nommé centre du piége potentiel pratiquement nul.

Application

Comme premiére application on trouve I'imagerie par RMN dont le processus est indique
comme :

L'observation statique ou dynamique d'un cerveau repose sur l'aspect suivant, on mouille la
téte d'un patient avec un peu d'cau ce qui laisse les atomes d’H d'acquérir une structure
magnétique a deux niveaux, séparés par un intervalle proportionnel a B qui ¢'écrit comme :

Eemise - Efrequence = thadiofrequence

[29]




La diffusion de radiofréquences de fréquence wvariable dans un champ magnétique
inhomogéne permet de cartographier l'intérieur du corps.

Observation statique ou dynamique du
cerveau....

Image correspondant a un cerveau

Cette observation nous permet d'analyser 1'état statique et dynamique du cerveau toute en se
basant sur I'effet de la résonnance.

Image présentant I'oscillation du champ magnétique

[30]




I11.6 Application en astrophysique

En astrophysique, une des premiéres applications de l'effet Zeeman a été la
découverte, par George et al. en 1908, des champs magnétiques intenses associés aux taches
solaires. Horace W. Babcock est parvenu en 1947 a étendre ce type de mesure sur des étoiles
autres que le Soleil. Aujourdhui, la mesure du champ magnétique solaire est effectuée
quotidiennement, via l'effet Zeeman, par des instruments embarqués sur satellite. Par ailleurs,
la mesure de l'effet Zeeman permet de calculer l'intensité des champs magnétiques de notre
Galaxie.

II1.7.Conclusion

Dans ce chapitre nous avons calculés numériquement les fonctions d’ondes ainsi
que leurs énergies possibles pour un oscillateur harmonique a 1 dimension en s¢ basant sur la
méthode d’Euler. Nous avons considérées I’interaction avec un champ magnétique comme
étant une perturbation qui clive les énergies dont 1’écart est fonction du champ magnétique.
Nous passerons maintenant a vous donner une petite conclusion qui sera In Chaa El Lah le
fruit de notre étude de License.

[31]




Conclusion générale

Ce travail entre dans le cadre de préparation d’un dipléme de licence LMD option
physique son titre intitulé : Atome et lumiére
Ou on a assimilé l'atome ici comme un oscillateur harmonique c¢'est a dire que 1'électron est lié
au noyau a travers un ressort de raideur k et le faite quand a plongé l'atome dans un champ
magnétique ¢a revient a étudier toute les interactions possibles induites par la lumiére ce qui
nous permet de dire que ce processus définit l'interaction atome-lumiére qui présente 1'un des
actes principales du monde tel que nous le percevons depuis l'origine du temps jusqu'a la
découverte des lois quantiques qui régissent leurs interactions.

Cette étude nous a aidés a développer nos équations théoriques et de déduire l'impact
physique qui se résume sur l'application de ce processus a notre vie quotidienne. Il s'agit de
décrire quantitativement les modifications apportés par cette perturbation quant ce systéme est
soumis a un champ magnétique. D'ailleurs comme conséquence de ce que nous avons fait on
trouve I'imagerie par résonance magnétique nucléaire, le laser ...etc.

Nous espérons que nous avons bien étudie les atomes et leurs interactions avec la lumiere

en les faisant danser pour pouvoir exploiter un jour la logique quantique pour mieux
communiquer et calculer.

[32]
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