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Introduction Générale

La physique des matériaux s’est développée tout au long du XXiéme siecle,
d’une facon spectaculaire en donnant naissance a des avancées technologiques. Ces
avancées ont permis de comprendre et de prévoir les atomes via tableau de
Mendeleiev. La détermination de ces propriétés se repose généralement sur le modéle
proposé comme premiere étape et sur la résolution de la fameuse équation dite ici

équation de Schrodinger.

Plusieurs modeles ont été établi dans le but de déterminer et de prévoir la forme
générale de la fonction potentielle. Dans ce travail nous allons utiliser I'approximation
de Hartree-Fock comme premiere détermination de ce probléme a N corps en

interaction.

Le but de ce travail de License est de déterminer les fonctions d'ondes solution de
I'équation de Schrodinger ainsi que les sections efficaces correspondants toute en

frappant une cible avec un atome de charge Ze via le potentiel Coulombien.

Le deuxiéme chapitre est consacrée a nous familiariser a I'étude de la théorie des
diffusions toute en se restreint a la diffusion élastique (conservation de I'énergie et

I'impulsion).

Le dernier chapitre représente la partie la plus laborieuse de notre travail ou on
applique tous I’outil théorique déja vu au chapitre précédent a des équations

numérique accessibles aux calculs.

Finalement nous terminerons ce mémoire par une petite conclusion.
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Chapitre I Théorie du champ moyen

I-1 Introduction :

Nous nous intéresserons dans ce chapitre a étudier la théorie du champ moyen
d'une maniére rigoureuse. Pour cela nous rappelons la méthode variationnelle qui se
base principalement sur le choix des fonctions d'essai: un nombre de fonctions qui
minimisent l'énergie totale du systéme. Nous en donnerons ici un bref apercu.

I-2 Principe variationnel

Le principe variationnel représente pour la physique un outil fondamental non
seulement pour minimiser 1'énergie mais aussi pour déterminer les meilleures fonctions
possibles qui répondent au principe.

(Da|He|Da)
{(Balda)

E(bA)= = Eg

1I-3 Méthode de Hartree- Fock

La méthode de Hartree-Fock est une méthode beaucoup plus puissante en
physique générale et plus particuliérement en physique des matériaux. Elle présente un
intérét commun tant dans le domaine de la physique atomique que de la physique
moléculaire par le fait qu'elle repose sur le principe variationnel. Dans cette méthode
on suppose I’existence d’un potentiel moyen mono atomique, appelé potentiel de

Hartree-Fock responsable de décrire avec une bonne approximation 1”état fondamental.

[’hamiltonien du systéme d’atomes a plusieurs électrons (7 ¢ s’écrit en se basant sur
I’approximation de Born Oppenheimer qui sépare le mouvement des noyaux du

mouvement des électrons:

H = Hg + Hpye

Hel = Te + Ven + Ve
Hpye = Tn + Van

Ou on s’intéresse ici qu’a la partie électronique la partie nucléaire traduit




Chapitre I Théorie du champ moyen

L’effet des vibrations , des translations et des rotations des noyaux qui n’est pas notre

sujet de recherche.

Alors puisque la masse du noyau est plus grande que celle des électrons on suppose

que le centre de masse de I’atome coincide avec le noyau

Champ moyen

Ou

z Pe .
i=1 ! terme cinétique.
2mg

Ze? .
21221 pr— ! terme attractif exercé sur chaque electron par le noyau.
TTEYTs

Qui se réduit en introduisant le potentiel moyen comme:

P? Ze? +y e? ]
]<l41rsorij

H =3

2m, AmTegT;

ZeZ 2

E e
oti J<U g

Ol‘l WZ (Ti) =

4me EgTif

Représente le potentiel moyen de Hartree.




Chapitre I Théorie du champ moyen

Essayant maintenant de simplifier le plus t6t possible 1'équation (I-4):
H =Yk (1) (I1-8)
Avec h(r) est I'hamiltonien de Hartree.

Le potentiel de Hartree de 1'équation (I-4) intervient que 1'énergie directe ce qui laisse
la fonction d'onde comme étant un produit de fonctions d'onde symétrique mais la
notion de spin nous a obligé de réécrire le potentiel de Hartree comme une somme d'un
potentiel directe et d'un potentiel d'echange d'ou la théorie de Fock :

1
E=EL, €n, T 3 Ziij{]ij - Kij}

Ou K;jest I'énergie directe” (énergie coulombienne)

Kij: deLfd?} |(pni (Fl)lz |(pnj|2 ﬁ

T"U

Et J;jest I'énergie d'échange:

Tij= [ di; [d7; p, (dﬁ:)fp*nj(ﬁ)f—ijfpni (1) #n, () (1-9-b)

La nouvelle fonction d'onde solution de 1'équation de Schrodinger est un déterminant
de Slater:

Di(éi!s) Di(éi’ S) Di(éi’ S)
‘P(l,Z, ,N) — \/L_ Di(éi’s) Di(éi, S) Di(éi, S) (I—lO)

N!
Di(ges) Oi(&es) - i(&s)
Ou (&5, s) = @(&). x(s) (ou x(s) sont les fonctions de spin avec s up ou down).

Or nos fonctions d’onde ¢;(&;) forment une base.

En effet d’aprés la notation de Dirac :




Chapitre I Théorie du champ moyen

Di(éi) = (&‘i'Di)

2il0iX0i =1

I-5-Fonction d'onde de Hartree:

Afin de mieux apprécier la puissance de cette méthode et de se rendre compte de
son caractére self- consistant, nous l'appliquons maintenant a la détermination du
niveau de 1'état fondamental de I'atome d'hélium.

Lorsqu'on néglige le spin, la fonction d'onde du systéme est de la forme "fonction
d'onde de Hartree ".

Dy= @, (). Pp, (1) (I-11)

Ou l'orbitale individuelle = ¢, (r7) doit satisfaire a I'équation de Hartree:

[& B Zi + V()| on, () = &n, @n, (1) (I-12)

2m,

Et ¢, (2)a une équation similaire.
I-5-1Equation aux valeurs propre de Schriodinger :

Notons, qu'en général, il faut résoudre des équations couplées, mais comme pour
I'état fondamental, la fonction d'onde ¢, (r2) est également une fonction de type |15);

il y a donc seulement une équation aux valeurs propres de Schrodinger a résoudre dans
ce cas.

Hartree choisit comme potentiel V (1), I'énergie d'interaction coulombienne directe
entre 1'électron (1) et la densité de charge, moyenne de I'électron (2), c'est-a-dire:

o] [ ¥ L)l —le| | Zlel [ @, (r2)" (r2)|?

L diy (1-13)

Vi) =

D’ou le potentiel vaut:

2Iel2

Vul)=- +V(1)




Chapitre I Théorie du champ moyen

Le probleme est donc de trouver la valeur propre &, et la fonction propre ¢, (r1)
correspondant a I'état le plus bas (et de manicre similaire pour &, et @, (r2)). Nous ne

pouvons évidement pas espérer une solution analytique du probléme .Généralement,
une telle équation intégra-différentielle est résolue par itérations successives.

On part donc d'une fonction ¢, (r2) aussi proche que possible de la solution exacte,

par exemple la fonction d'essai:

3

@n, (1) = j_; e

T aves: @ = - — @y, (1) (I-15)

Pour beaucoup plus de précision, veuillez consultez le tableau qui détermine la
configuration électronique de chaque élément chimique, le terme spectroscopique,
I'énergie d'ionisation et rayon orbital .

Les tableaux VII.2.a, VIL2.b, et VII.2.c fournissent les configurations électronique,
les termes et énergies associées a l'état fondamental des éléments (atomes neutres).

Le rayon orbitale est exprimé en Angstroms et correspond au maximum de la densité
de probabilité de l'orbital extréme.

Z Elément  Configuration Terme Energie Rayon
¢lectronique  spectroscopique  d'ionisation(eV)  orbital

ls Sin 13.505 0.529
18 24.580 0.291
[He] 2 s 5.390 1.586
[He] 2s™2p 9.320 1.040
[He] 25 2p . 8.296 0.776
[He] 2s™2p” 11.264 0.620
[He] 2s™2p° 14.54 0.521
[He] 2s™2p* 13.614 0.450
[He] 2s™2p° 17.42 0.396
[He] 2s™2p° 21.559 0.354
[Ne] 3 s 5.138 1.713
[Ne] 3 s 7.644 1.279

[Ne]3s'3p ° 5.984 1.312




Chapitre I Théorie du champ moyen

14 i [Ne] 3 s* 3 p? 8.149 1.068
15 [Ne] 3 8% 3 p’ 11.00 0.919
16 [Ne] 3 8% 3 p 10.357 0.810
17 [Ne]3s*3p° 2 13.01 0.725
18 [Ne] 3873 p° 15.755 0.659
19 [Ar] 1 s 4.339 2.162
20 [Ar] 4 ¢ 6.111 1.690
21 [Ar] 4s°3d ? 6.56 1.570
22 i [Ar] 4 * 3 d° 6.83 1.477
23 [Ar] 4s°3 & 6.74 1.401
24 [Ar] 4 s*3 d' 6.76 1.453
25 [Ar] 4s°3 & 7.432 1.278
26 [Ar] 4 s 3 d° 7.896 1.997
05 [Ar] 4s*3 d 7.86 1.181
R i [Ar] 4 ¢* 3 d° 7.633 1.139
29 [Ar] 4 s*3 & 7.723 1.191
30 [Ar] 4 %3 d'° 9.391 1.065
31 [Ar] 4s™3d4p * 6.00 1.254
32 [Ar] 4s*3d4p* 8.13 1.090
33 [Ar] 4s3d4p’ 10.00 1.001
34 [Ar] 4s*3d4p” 9.750 0.918
35 [Ar] 4s3d4p’ 11.84 0.85

36 [Ar] 4s*3d4p° 13.996 0.79
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Tableaux VIL.2.a

7 FElément

Nb
Mo
Te

Ru

Rh

[Kr] 5s°4d

[Kr] 5s°4d*

Configuration
électronique

[Kr] 5s4d*
[Kr] 5s4d’
[Kr] 5s%4d°
[Kr] 5s4d’
[Kr] 5s%4d®
[Kr] 4d"
[Kr] 5s°4d10

[Kr] 55°4d10

[Kr] 55°4d'°5P

[Kr] 5s5%4d'°5P*
[K r] 5s"4d'°5P°
[Kr] 5s%4d'5p*
[Kr] 5s5°4d'5P°
[Kr] 55%4d°5P°
[Xe] 68

[Xe] 68

[Xe] 6875d
[Xe] (6s745d)
[Xe] 654
[Xe] 6s74f

[Xe] 6s74f°

Théorie du champ moyen

6.6

Terme
spectroscopique

6
D1y

1.693

1.593

Energie
d'ionisation (eV)

6.77

7.18




Chapitre I Théorie du champ moyen

62 Sm [Xe] 65°41 5.6
63 Fu [Xe] 6574f

64 Gd [Xe] 65741 5d

65 Tb [Xe] 65741 (“Hisn)
66 Dy [Xe] 65741 Clg)
67 Ho [Xe] 6574 (i)
68 Er [Xe] 6s74f"7 (*Hy)
69 Tm [Xe] 6s74f" Fon
70 Yb [Xe] 6574 'S0

71 Lu [Xe] 6s24f*5d Dy
72 Hf [Xe] 6s74f"5d* *F,

73 Ta [Xe] 657454

74 W [Xe] 6574154

75 [Xe] 657454

76 [Xe] 6574f45d°

77 [Xe] 6574f*5d”

78 Pt [Xe] 6s74f5d°

79  Au [Xe] 6574f*5d°

80 Hg [Xe] 6574 454"

Tableaux VIL.2.b

Elément Configuration Terme Energie Rayon
¢lectroniques ] o .
spectroscopique D'ionisation(eV)  Orbital
[Xe] 6s°4f75d" 6p Pipr 6.106 1.319
Xe] 6574f*5d"6p” *Py 7.415 1.215
P

[Xe] 6s74f*5d"6p’ 1831 TIRT 1.295




Chapitre I Théorie du champ moyen

84 Po [Xe] 6s°41'*5d" 6p* °P, 8.43
85 At [Xe] 65741454 %6p° (*P3n)

86 Rn [Xe] 65741454 %6p°

[Rn] (7s)

[Rn] 7s

[Rn] 7s%6d

[Rn] 7s°6d*

[Rn] 7s*5F6d ("Ki1/12)
[Rn] 7s*5f'6d *Lg
[Rn] (7s*5f'6d) (°Li112)
[Rn| (75*5£°) ("Fo)
[Rn] (7551 (*S7n)
[Rn] (7s*51°64d) D2)
[Rn] (7s"51) (*Hisn)
[Rn] (7s"51"%) Cls)
[Rn] (7551 ("Tis2)
[Rn] 7s*5f'%) (*He)
[Rn] (75”51 (Frn)
[Rn] (7s5£") (So)

[Rn] (7s?5f'6d) (*Dsp)

Tableaux VIL2.c
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Chapitre 11 Section efficace

II-1 Définitions et notations:

Pour explorer les propriétés du atome on fait généralement des expériences de
diffusion (« collision ») de particules d’un faisceau qu’on envoie sur une cible et on
observe la diffusion « derriére » la cible. Ce qui intéresse en général le physicien ¢’est
la probabilité qu'une « réaction se produise ». En fait la mesure consiste a faire un
grand nombre de mesures entre un grand nombre de particules incidentes et un grand
nombre de atomes cible et de mesurer les particules diffusées par un détecteur. On
s'intéresse a la moyenne des valeurs mesurées. La probabilité qui nous intéresse c’est
le rapport entre le taux d’interaction et le flux incident. Nous allons voir que cette
probabilité qu’on appelle section efficace est indépendante des variables caractérisant
le faisceau et la cible, ¢’est-a-dire I'intensité du faisceau et la géométrie et densité de
la cible .

Particule diffusée

[y
|

Particule transmise

—\

Flux incidend des particules cible

Particules
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Section efficace

I1-2 Section efficace:

Le nombre de particules que 1’on détecte est bien siir proportionnel au nombre de

particules incidentes et au nombre de atome cible. La relation de proportionnalité

s’exprime par I'intermédiaire d’un coefficient de proportionnalité o.

La relation entre le taux d’interaction (7) (nombre de particules

« diffusées » par unité du temps) et la section efficace (o) est alors:

T=06 LN gpe =6 U Sgiple S.




Chapitre 11 Section efficace

Avec:

[ - le flux, ¢’est-a-dire le nombre de particules incidentes par unité de surface et par
unité du temps,

N civle - le nombre de particules cible dans le volume de la cible correspondant a la
surface (S) couverte par le faisceau,

S cple - le nombre de particules cible par unité de surface (densité surfacique de
particules).

I1I-3 Calcul du nombre de particules par unité de volume (n ) ou
par unité de surface (densité des particules volumique ou surfacique)

(S cine):

Soit ¢ I’épaisseur, p la masse volumique et A est la masse atomique du milieu
cible ,N ¢pie 1e nombre d” Avogadro. Le nombre de particules cible par unité de
volume N ¢jple est donné par:

N cible=N cible/ V=(N mo1 Na) V= (% NA)/V =pNa/A—n cple=p Na/A (I1-2)

On peut aussi exprimer le nombre de particules dans la cible N cible:

N gible =D giple V = Ngie SAd = (pNW/ AYS d

et le nombre de particules cible par unité de surface S gjpie :

5.oipte =N oipted 8 = (HloipiesS d) 4 8 =Hgged = (p. d) Nyt A (1I-4)

S cible = N cible |S (unité de mesure cm'z) (II-5)
1I-4-Probabilité d’interaction :

Dans la discussion de I’interaction des particules avec la matiére, on s’intéresse
souvent a la probabilité (p) qu’une particule interagisse avec un milieu d’épaisseur
donnée, qui est donnée par le rapport entre le taux d’interaction T et le taux de
particules incidentes [1 S:

= 0 Seipte = 0.Ny(p.d)/A
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On voit que la probabilité d’interaction dépend directement de la quantité (p dj,
appelée la densité de masse surfacique, qui a comme unité de mesure le g/em”.De plus
on voit apparaitre 1'unité¢ de mesure de ¢ : p étant sans dimension, ¢ a les dimensions
d’une surface. On peut imaginer ¢ comme une surface géométrique : une particule qui
frapperait la cible dans cette aire serait diffusée, tandis qu’a ’extérieur de cette aire
elle traverserait la cible sans diffusion. Cependant il faut faire trés attention : cette aire
représente la probabilité d’un processus : elle n’a rien a voir avec la taille physique
des centres diffuseurs de la cible, par exemple.

Exemple : une mesure récente de diffusions de neutrons froids sur une cible de Gd
donne une section efficace de 10*° m” ce qui équivaudrait 4 un rayon d’environ 10™°
m, ce qui représente le rayon d’un atome !!!!

I1-4-1 Unité¢ usuelle pour la section efficace :

1 barn =102 em?= 102 m?

II-5 Calcul général de la probabilité d’interaction :

Puisque la probabilité d’interaction par unité de distance est :

W=p/d=N,p(c/A)=06.1 g (1I-7)

ou n ¢ible désigne le nombre de atome cible par unité de volume (densité volumique
des atomes cible).

La probabilité pour une particule incidente d’avoir une interaction entre x ¢t x+d x est

Wdx=Ny(c/A)pdx=c.ngedx (1I-8)

Le flux de particules incidentes [0 aprés le passage de la tranche d x aura varié de

dd=-0 w.dx=-0.6.1ngp dx (11-9)




Chapitre 11 Section efficace

En intégrant sur une épaisseur x on obtient la loi de variation du flux de particules
incidentes :

0 (x) = 0. @9 Neible.x (11-10)

Ou [0 ¢x) c'est le flux de particules qui n’ont pas interagi aprés
la distance x.
Le nombre de particules qui ont interagi est donc :

0 (x)= 0 (1 — e % Neivex) (1-11)

Exemple: Quelle est la fraction de rayons gammas transmises derriére une cible de
Plomb de 1 cm d’épaisseur si la section efficace totale d’interaction est de 10 barns ?

On donne la masse volumique du Plomb p = 1.13°10" keg/m’ et la masse molaire du
Plomb A= 0.207

kg/mole, NA=6.02"10" mole™.
n gpe= (p/A) -6.02°10% mole™’ = 3.3-10® m™.
x=107m, = 107 m’, n gpe'0 - x=10.33, d’ou /=" =0.72.

Ce calcul suppose que I’on s’intéresse a tous les processus d’interactions et que
I’on ne s’intéresse pas a la direction d’émission des particules diffusées. Ce sera le cas
de I"observation d’un flux de neutrons (voir cours sur les neutrons) et on verra aussi
des applications dans le cours sur les interactions des rayons gammas.

Dans le cas le plus général la section efficace de diffusion comprend les processus
élastiques (particule diffusée défléchie, mais cible et particule gardant leur nature),
inélastiques (la cible peut étre dans un état excité) et d’absorption de la particule.

1I-6 Section efficace différentielle :

La distribution angulaire des particules diffusées peut apporter des informations sur
I"interaction qui a eu lieu entre le faisceau et le noyau cible (par exemple sur la forme
du potentiel d’interaction). De plus, en général, les détecteurs ont une certaine
granularité et sont done capables de mesurer le nombre de particules diffusées dans
une direction définie par (O, [1) dans un angle solide élémentaire  Q (coordonnées
sphériques).

. . : : d
Comme précédemment on définit la section efficace différentielle :(é)
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Le nombre d # de particules diffusées dans la direction (O, ¢) dans 1’angle solide
elémentaire d Q est :

dn=NO (0. ngs x0) = NI [(52) d ncipie- 1] (11-12)

En intégrant dans tout I’espace on retrouve bien sir :

da(8,0) _ 2 rmdo(0,0) ;
o = [P Q =[] [T 2P d Qsind dode (1-13)

On 67 c’est 1a section efficace définie précédemment,

11-7 Diffusion classique et paramétre d’impact - application a
I’expérience de Rutherford :

Nous allons considérer le cas d’un potentiel d’interaction central Vyr) qui dépend
seulement de la distance r par rapport au centre du potentiel.

Le faisceau incident sera dans la direction de I’axe z et donc la section efficace
différentielle sera une fonction de © seulement, pas de ¢. Un cas particulier est celui
de la diffusion de particules a sur un noyau.

On définit le paramétre d’impact du projectile b comme la distance entre la trajectoire

du projectile et I’axe passant par le centre de la cible , dans la région sans interaction
(a grande distance avant la cible).

Du fait de la symétrie, toutes les particules qui ont des paramétres d’impact compris
entre b et b+d b seront diffusées entre 8 et 8 + d@ et. Elles sont donc associées a une
«surface » 2mh-db perpendiculaire au faisceau.
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nuclaus

Nous aurons donc d #n particules diffusées a I’angle (8, 8+d8 ):

do

dﬂ)dD qui est aussi le nombre de collisions associées a la

dn =Nl -ncible-x- (
surface.

do

21h.db , s0it (Ny. Noppo. X) 27th. db. Dot Ny . niggppe. X. (E

(NL ncible. X)Z?Ib db.

)sz

Soit si I’on tient compte de d £ = 2 1 sin@ d8, on obtient :

do _ 2mbdb _ 2mbdb b |db
dQ  d0  2msin@d e  sind lde

(11-14)

Dans le cas de la diffusion coulombienne (potentiel en //7) on démontre assez
facilement grace au principe fondamental de la dynamique que :

ZzZ
Avee b = == g2
Eq

En dérivant cette formule écrite sous la forme :

a o
b_ECth
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On obtient :
_ a = 5]
|db| = = sin™= - |d0|
4 2
On utilisant
. . 8 g
sin8 =2 sin- cos - (I1-15)
On arrive facilement a :

2
dojdn = £ ! (T-16)

16 <in4?
Sin 3

La formule classique pour la diffusion coulombienne sur un atome ponctuel.

11-8 Diffusion par une sphere dure de rayon R :
b =Rsin "2 =R cos? (1-17)
8

|a:b B
—| = —sin-
ael 272

dcr(ﬂ):Rco.s(B/Z) Esin R (H-lg)
aQ siné 2 4

» La section efficace différentielle est isotrope.

La section efficace totale est donnée par:

2
or= [~ dQ=nR? (L-19)
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I1I-9 Conclusion de I’expérience de Rutherford et validité

Les résultats de 1’expérience de I’époque mettaient en évidence ’existence d’un
atome en confirmant les formules ci-dessus. En effet en utilisant les formules
classiques pour la distance d’approche des particules « de 5 MeV envoyées sur une
cible d’or trés mince, on calcule une distance d’approche a ~ 3:10™* em, qui est
beaucoup plus faible que le rayon atomique et donc on déduit la présence d’un atome
central contrairement au modéle de Thomson qui postulait 1’atome comme une entité
de 107 %m une distribution de charge uniforme.

Comme on peut le voir dans la figure suivante, si la formule marche bien pour des
angles assez petits, elle diverge des résultats expérimentaux a grands angles. Il faut se
souvenir qu’on a supposé un calcul classique et un atome ponctuel. Le décrochement
visible sur la figure est en fait dii essentiellement a 1’absorption par 1°‘atome. Ce qu’on
voit apparaitre c¢’est 1’effet d’une force nouvelle a courte distance, la force
d’interaction forte qui devient prépondérante.

D’ou I'idée de sonder la structure d’atome en utilisant des projectiles de grande

énergie et d’autre nature. .[ Voir annexe].
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ITI-1 Résultats et discussions:

Nous arrivons maintenant a la partie la plus importante de notre travail ou nous
allons convertir tout ce que nous avons vu aux chapitres I et 11, les équations
théoriques, aux équations numériques adaptables aux calculs.

Nous commencerons par la résolution de I’équation radiale :

h2 d? I+ 1R Ze?
2ydr2+ 2ur? B

— Epp |t (1) =0 (Il — 1)

Résoudre (III-1) numériquement revient a construire un organigramme de calcul
inspirés par un programme écrit en fortran qui repose sur la méthode d’Euler décrite
comme suit :

1I1-2 Méthode d’Euler :

Pour résoudre numériquement 1’équation de Schrodinger, il semble pertinent
d’appliquer la méthode de discrétisation de 1’espace et des opérateurs. Sous les
hypothéses que ¥(x) est au moins de classe C*, un développement de Taylor nous
permet d’écrire les deux égalités suivantes :

LS 2 e \

2d2

21 dx2

b Y h) - W(x) = hdqJ
(x—h) = W) = ~h—(x) +

(x) + 0(h®) (111 — 3)
Le somme de ces deux égalités :

. . 2
iz +hkt ‘Pl(; h) — 2¥(x) _ zxf (x) + 0(h?) (111 — 4)

Apparait alors équivalent discret de 1’opérateur A (a une dimension, mais le cas a
trois dimensions s’en déduit aisément). La précision de cette expression est en O (h”).

21
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En discrétisant 1’espace d’un pas “h™ et en injectant le résultat précédent dans
I’équation de Schrodinger, il vient :

Y(x+h)+¥Yx—h)—-2¥(x)
T2

+ f(x)¥(x) + 0(h?) = 0 (111 - 5)

W(x+h) + W(x — h) — 2¥(x) + h2f(x)¥(x) + O(h*) = 0 (1116)

Cette équation peut étre rééerite de fagon a faire apparaitre une relation de
récurrence entre les valeurs de W aux nceuds du maillage. Le pas de la discrétisation
est fixé a h et I’origine est définie par le point O.

La fonction d’onde discréte s’écrit alors W, = ¥(nh) avec n un entier. De méme,
f, = f(nh). En ces termes, 1’équation s’écrit :

Yoy =[1- hzfn]q]n —~ ¥y +0(hY) (11I-7)

Le potentiel V étant a support compact il existe M tel que V soit nul ( V = 0) pour
x < 0etx > M (quitte a redéfinir le point O). Les solutions sur ces parties ou le
potentiel est nul ( V = Q) sont connues : ce sont des ondes planes de la forme:

pour k = v/cE
x < 0)=e** + Bet —
Y(x <0 tkx 4 Be—ikx 11— 8
Y (x > M) = Cetk* (111 - 9)

a un terme complexe A prés qui n’est pas intéressant ici (ainsi B est directement le
coefficient de réflexion en amplitude et C celui de transmission en amplitude).

Lors de la résolution numérique, 1’algorithme débute a x = —2h. La connaissance
des deux premiéres valeurs de W, (il s’agit de I’onde plane écrite précédemment)
permet d’initier la récurrence qui donne accés a tous les Wy,

Une fois que I'algorithme arrive a x = M, il renvoie la valeur de C (le coefficient de
transmission en amplitude) et refait les calculs dans le sens inverse (par symétrie la

formule est la méme) une fois revenue a x = 0, il renvoie une nouvelle valeur de B.

Pour la bonne valeur de B, la distance entre le complexe d’entrée et celui de sortie
est nulle. I1 est donc nécessaire de faire appel a un autre algorithme qui va chercher le
minimum de la fonction qui prend B comme argument et qui renvoie la distance (au
carré) entre le complexe

B d’entrée et celui de sortie.
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11-3 Organigramme de calcul :

Résultat et disscussions

On donne les valeur suivants : N , Té -
nombre quantique n et orbital | ,le
i r
- — _Z charge,

h? gt

2p dr?

- —

Afficher

WI+1h* Zze? b
. Ej 1|ty (r)=0

| Ecalculée - Expérementale <&
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H1-4 Comment classer les atomes dans le tableau périodique de
Mendele1lJev?

1. Les éléments sont classés par Z, croissant

2. Les lignes du tableau périodique sont nommées périodes et sont identifiées par la
valeur du nombre quantique principal n de la couche de valence. Tous les éléments
d’une méme période ont méme configuration de cceur.

3. Les colonnes de ce tableau regroupent les ¢éléments de méme configuration
¢lectronique de valence et forment les familles d’éléments. Les éléments d’une méme
famille présentent des propriétés chimiques similaires.

4. Les régles de remplissage permettent de comprendre la forme donnée a ce fameux
tableau périodique : jusqu’au remplissage de la sous-couche « 4s », on distingue deux
blocs : un bloc s ¢t un bloc p.

Période 1

Période 2 %%

Période 3 n=3 , 353p

£ 3

Période 4 n= p | 4s3d 4p
Période 5 : p p | 5s4d 5

Bloc s Bloc p

Bloc s : alcalins et alcalinoterreux ; Bloc p : métaux trivalents, métalloides, halogénes,
gaz rares ; Bloc d : métaux de transitions. Et a partir de la 4éme ligne le bloc d
intervient (10 électrons au maximum), de méme qu’a partir de la sous-couche 6s, la
sous-couche 4f doit alors é&tre remplie (14 électrons au maximum). Bloc f :
lanthanides et actinides.

II1-5 Evolution de I’énergie de premiére ionisation dans le tableau

D'une fagon générale, les énergies d'ionisation décroissent le long d'une colonne du
Tableau périodique des éléments et croissent de gauche a droite le long d'une période
de la table. Plus I'électron est éloigné du novau plus il est facile de I’arracher
(premicre énergie d’ionisation diminue).
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Figure 111-1: Tableau Périodique

II1-6 Evolution du rayon atomique dans le tableau

Nous assimilons les atomes a des sphéres e rayon r. le rayon est une fonction
croissant de n (dans une colonne) et pour n constant (dans une période), r est une
fonction décroissante de Z.




Chapitre III

R (pm)

200 F

Résultat et disscussions

! 4
o g :
T Y
L 'y (P 2] =]
Br

%

'j.! -

[ 5y (%]
\
e

s

L] L j | L ] ] | ] |

0 M 20 30 40 30 &) 70 80 7

Figure 111-2: Evolution du rayon atomique dans le tableau

Le volume de 1’atome est déterminé par les dimensions des O.A. des électrons de la
couche de valence. Or, la grandeur de I’O.A. est fixée en premiers lieu par n. Chaque
fois que 1’on passe a une nouvelle période, le volume des atomes croit brusquement.
Au sein d’une méme période, il y a contraction des O.A. lorsque la charge du noyau
(Z* = 7 — sigma), croit en raison des forces attractives de Coulomb : le fait d’ajouter

un électron supplémentaire fait augmenter 7 d’une unité,
d’écran varie peu, cet électron se plagant sur le dernier niveau.

alors que la constante

La figure III-1 montre les variations de I'énergie en fonction de Z.
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—o—ATOMES

Energy (eV)

Figure III-3: Variation de 1'énergie en fonction de Z

Conclusion:

Dans ce chapitre nous avons calculés numériquement la fonction d’onde ainsi que

son énergie pour I'atome d’hydrogéne en se basant sur la méthode d’Euler. Nous
avons déterminés la section efficace pour chaque 7.
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Figure 111-4: Section efficace totale et partielle en fonction de
I'énergie

D'aprés cette figure on remarque bien que la section efficace totale diminue au fur a
mesure que 1'énergie augmente relative a la loi de variation théorique décrite par :

o (k)= i—f(ﬂ +1)sin® &, (k) < k&*

do ( q1qo )}
dQ  \16regE .‘:iil']_:}{Hl,r’;z_}

ou k**2 est I'énergie.

28




Chapitre III Résultat et disscussions

T * T 1 T i T i T
Potentiel Coulombien pour Z=2

Potentiel Coulombien

Figure III-5 Potentiel Coulombien en fonction de r

LLa méme variation est aussi indiqué pour le cas de notre potentiel Coulombien loi
inverse der.

T qip

Potentiel : V(r; —ry) =
dwen [v1 1o

Trajectoires
hyperboligues

- ,"-]\IE

(fixe)

Angle de diffusicn

- ( 8mweg EDY : 2 A
A(l) = 2 arcol ( s | < bLe) = 7192 col [ — |
' . g2 ) ‘ 8reall  \2)

Nos résultats sont en bon accord avec celle trouvés par d'autres auteurs.
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Conclusion générale

Ce travail entre dans le cadre de préparation d’un dipléme de licence LMD option
physique son titre intitulé: La classification compléte des atomes d’une manicre
quantique partant d’un modele plus simple dit modele de la diffusion toute en se
reposant sur le calcul de la section efficace via le potentiel Coulombien. Nous avons
déterminés I'énergie d'ionisation des atomes en fonction de Z. La méthode de
Hartree-Fock était la plus importante dans la résolution de ce fameux probleme non
seulement analytique mais aussi numerique.

Nous avons utilisé le processus de la diffusion élastique en vue de la détermination
des Z, car connaissant les sections efficaces expérimentales données par les références
on peut en déduire de la formule de la section efficace le numéro Z de chaque
particule bien toute en savant le numéro Z' de la cible.st en bon accord.

La comparaison de nos résultats calculés avec les données des énergies d'ionisation

utilisé par la référence

Finalement comprendre la physique des matériaux c’est comprendre I’infiniment
petit dit aussi I’atome qui compose ce monde merveilleux et Bazard.







Annexe

1-Diffusion élastique :

On parle de la diffusion élastique lorsqu'il n'y a pas de changement d'énergie entre la
radiation avant et apres diffusion.

Le probléme de la diffusion élastique entre deux particules de méme masse interagissant
via un potentiel V(7 —r,) est régi par I’hamiltonien :

H=B2 1P iy ) (11-20)

2m  2m

Il est commode de séparer le mouvement du centre de masse et celui du mouvement relatif

en utilisant les opérateurs position et impulsion du centre de masse R_ et P, de coordonnée

relative (r et p) :

{RG=(q+rz)f2, r=(n-n) } (1-21)

B.=p+p p:(p1_p2)f2

[’hamiltonien (I-20) devient alors :

2 2

e (P Ly (I1-22)
m

4m

Le probléme se décompose en deux ; celui d’une particule libre de masse 2m, et celui

d’une particule de masse m, = %(di‘[e masse réduite) soumise a un potentiel I (r) . Toutes les

propriétés collisionnelles relévent de cette particule fictive.

2-Amplitude de diffusion:

Le traitement quantique du processus de diffusion d’une particule sur un potentiel peut
étre fait en termes de vecteurs propres de I’hamiltonien du mouvement relatif, d’énergie
i

2m

>

positive £, =

2

(%W(r))wk(r) = B, (1) (11-23)




Ou on suppose que le potentiel I (#) tend vers O lorsque r tend vers I'infini. On définit b la

portée du potentiel, 1’extension de la région sur laquelle le potentiel d’interaction est non nul,
si le potentiel a une extension finie, une définition plus générale est donnée dans la section

Figure I: Représentation schématique de la diffusion d’un paquet d’onde se propageant le
long de la direction n, par un potentiel V(7).

Loin de la région d’interaction r trés supérieur b on cherche des solutions asymptotiques du
type :

ikr

w.(r)0 & + f.(k,nn") — (I1-24)
I

L’interprétation physique de la solution est claire, il s’agit de la superposition de I’onde
plane de I’atome incident, et d’une onde sphérique sortante relative a la composante diffusée.
Pour chaque position I’amplitude de diffusion f{k) dépend de 1’énergie da la particule E k, de
la direction d’observation n’, et de la direction initiale n (voir figure I). A partir de (I-23), on
trouve que les solutions stationnaires de diffusion vérifient la conduction suivante:

m!’

ka E) =5
Jelkemm) 2nht

[ VY, (rd°r d-25)

A partir de cette derniére on obtient directement la section différentielle et totale de
diffusion du potentiel :

d 2 2
S G OB (FACER e (I1-26)




Il est intéressant de noter que la solution (I1I-25) est implicite puisqu’elle relie la valeur
asymptotique de y, (r") a sa valeur dans la région de diffusion. Cependant dans la limite de

faible énergie, lorsque k trés inférieur 1/b, le probléme se simplifie considérablement. Les
contributions de I’intégrale (II-25) proviennent uniquement du volume a I’intérieur de la
portée effective du potentiel dans la limite de faible énergie kr” on peut alors remplacer exp
par 1 ; ce qui enléve toute dépendance de la direction ¢t donc rend la diffusion isotrope. L’état
stationnaire de diffusion s’ écrit alors :

thr

w, ()0 e™ + f, (k)eT (11-27)

3- Potentiel radial et développement en ondes partielles :

Le calcul exact de I’amplitude de diffusion nécessite la solution de 1’équation de
Schrodinger (I-23). Ce probléme, qui normalement est extrémement compliqué, peut &tre
simplifi¢ largement en considérant des potentiels a symétrie sphérique. Dans ce cas
I’amplitude de diffusion dépend uniquement de I’angle entre n et »', est done f, = f,.. Il est

utile alors de définir z la direction de 1’onde incidente et de décomposer 1’onde diffusée sur la
base des vecteurs propres de [, et [, ou L est I’opérateur moment angulaire relatif

(=3 10, p) )

=0 m=-1

(T-28)

Ou ¢ est ’angle azimutal autour de I’axe des z, et ¥ sont les harmoniques sphériques.

L’onde plane incidente a un moment angulaire nul par rapport a 1’axe des z, sa décomposition
en harmoniques sphériques ne contiendra que des composantes m_=0 et on trouve que:

e” 0 Lz(zl +DP (cos (-1 e™ +e), krD 1 (I1-29)

2ikr =
Ou P (cos#)sont des polynomes de Legendre. On trouve alors que 1’onde plane incidente

est la superposition d’ondes sphériques B (cos @) entrantes et sortantes, dont la phase relative

dépend du moment angulaire relatif. Grace au développement (I1-29) on peut écrire la valeur
asymptotique de 1’expression (II-28) en termes d'harmoniques sphériques :

w, (ryd ﬁi(ZHDB (cos (=1 e™ +e&"% &™) (II-30)
IRT -




Les déphasages &, (k) sont réels car la symétrie sphérique du potentiel interdit toute

redistribution de courant entre les différentes ondes partielles. Le calcul des états stationnaires
de diffusion se réduit a la détermination des coefficients &, (k)en insérant la solution (1I-27)

u
dans 1’équation de Schrédinger (11-22). On ne considére que les contributions m=0. Si les —=
¥

sont réguliers a 1’origine, ils satisfont 1’équation de Schrédinger 1D :

0+ =T 2;? V(i () =0 (11-31)
-

En égalisant les valeurs asymptotiques de (II-28) et (I1-29) on obtient :
u,, ()0 ()M e+ (11-32)

L’amplitude de diffusion f, et la section efficace de diffusion se déduisent directement de

la soustraction de (I11-29) de (11-30)

1.(6.0)= ﬁg(zl + 1) —1)P,(cos &) (I1-33)

Les o(k) se calculent directement en intégrant 1”équation (II-31) :

o)=Y o,(k). o, = ;‘C_f(zz +1)sin® &, (k) (11-34)

4- Collisions entre particules identiques:

La diffusion entre particules identiques nécessite un traitement particulier car, a cause du
principe de symétrisassions, la fonction d’onde du systeme doit &tre symétrique ou
antisymétrique selon qu’on considére des bosons ou des fermions. Ceci implique que les états
stationnaires de diffusion qu’on vient de traiter doivent satisfaire les bonnes propriétés de
symétrie par échange de particule.




L’échange des particules dans un probléme de diffusion équivaut au changement de 1’angle ¢
avec 7 — 0, la solution (II-24) pour un potenticl central s”&crit :

WD+ + S0 e (- 0.9) 11-35)

Ou gvaut +1 pour des bosons et -1 pour des fermions. La section efficace différentielle
devient :

d 2
o=li@ersfa—b.9) (I1-36)

La nouveauté est que dans le cas des particules identiques, a cause de la parité des
polynémes de Legendre.

Figure II : Potentiel effectif de I'interaction atome-atome pour a) 1=0, collision en

oufLLLL+de —s, b) | collision en onde supérieure. E est I’énergie du mouvement relatif, et £

est la hauteur de la barriére centrifuge.

(—1)’. seulement certaines ondes partielles donnent une contribution a la section efficace de

diffusion : celles en 1 pair pour les bosons, et celles en | impair pour les fermions.




Pour des particules identiques la section efficace de diffusion s écrit :

o(k)= i—f Z (2/+1)sin’ &, (k) Pour les bosons (IT-37)

lpair

o(k)= 8—7; Z (27 +1)sin’ &, (k) Pour les fermions (II-38)

lim pair

4-Limite de faible énergie:

Les propriétés de diffusion dans la limite o I’énergie du centre de masse est trés faible
par rapport a la portée du potentiel se déduisent par la résolution de 1’équation (II-31) en
négligeant le terme k. Tl est important de remarquer que le potentiel effectif du probléme
radial comprend deux termes : le premier est celui de I’interaction atome-atome, qui a pour
origine le déphasage entre les ondes sphériques entrantes et sortantes, le deuxiéme, a pour
origine la barriére centrifuge due au moment angulaire relatif des atomes. Ce dernier terme,
qui est présent pour toutes les ondes particlles sauf 1=0, joue un réle important sur les
déphasages o, (k)car, en étant répulsif, peut masquer le potentiel d’interaction atome-atome,

et donc annuler les 6, (k).
Pour des faibles énergies les &, (k) ont une dépendance du type:
5 (k) oc ¥ (11-39)
Ce qui donne les amplitudes de diffusion :
fo(0.@) o k¥ (I1-40)

Les sections efficaces de diffusion pour les ondes partielles

o, (k)= i—f(zf +1)sin® &, (k) oc & (11-41)

On déduit de cette expression, a faible température, pour les collisions en ondes, la section
de diffusion prend une valeur constante :

}cing o,_,(k)=8xa’ Pour particules indiscernables bosoniques (T1I-41a)
—

}(ing o_,(k)=4ra’ Pour particules discernables (I1-41b)
-




Ou a est la longueur de diffusion définit par :

4= —lim tan o, (k)
k-0 k

(11-42)
5- Approximation de Born:

5-1 Solution approchée de I'équation intégrale de la diffusion:

On peut écrire solution de 1'équation de Schrodinger sous la forme :

(V2 + k() = (33) VOUE (II- 43)

La solution générale de cette équation est donnée par 1'équation intégrale:

—

R 7]

o kR M e’
lIJ(T') = e wh f

2 |7 77|

v (7Y (r)dr’ (T1-44)

Qui porte le nom de "équation de Lippman-Schwinger".
Montrons que l'expression (I-44) est bien solution de (I-43):

Pour cela, il suffit d'appliquer l'opérateur V2 + k* aux membre de gauche et de droite de
I'équation (1-44).

D'une part,

=

(2 + ket = [ (B) + k2] e (11-45)




D'autre part, afin d'effectuer 1'opérateur

Lk|r T‘l

(V2 + k?) ( — (11-46)
Notons que

(11-47)

Et comme

(T1-48)

—47S(P) (11-49)

Lk|?—?'|

(V2 + K?) ( .

B

) = _4g P75 (7 — 7 (I- 50)

Par conséquent, nous avons bien :

(V2+ KDY ()= - - (=4 7) [ 6 (F— PWVGE) dr'= 2V ()Y (I-51)

Or pour un observateur (détecteur) a une distance r, loin de la région d'action potentiel de

diffusion, on  peut  développer l'exponenticlle dans la  limite|¥| > |?|

e ik[F—7|

(II- 52)

771

Ou 7= et I = k.7 est le vecteur d'onde de la particule diffusée dans la direction du

détecteur.




D’ou le développement asymptotique (pour grandes valeurs de r) de la solution générale
(I-52) devient :

ikr_ ™M —ikF y (T g e
e —— [e vV {r' )Y@ )dr (11-53)

Qui bien de la forme :

F(8,0) = — [ e=#T v (7 (v )dr’ (I-53)

m
21h?

Nous constatons donc qu'une solution pour I'amplitude de diffusion f(8,p) nécessite la

- - = * r i L 2 r
connaissance de la fonction d'onde ‘P(T’) correspondant a une énergie déterminée du spectre

continu.

En procédant par itérations successives, la solution pour W(7) peut s'écrire formellement:

+ Jar' far'G (Fr)v ( v (" )+ (11-54)

. ik [ 7]
GF, )= — (I-54-2)

omh |7~ 7|

Et la solution d'ordre zéro W (7) = eﬁ‘.f ¢ -a-d I'onde plane incidente, solution du
probléme en absence de potentiel de diffusion.




Lorsque le potentiel de diffusion est une faible perturbation par rapport a I'énergie de la
particule incidente, on peut se limiter a la premiére itération et 'on obtient

f8.9) = — = [e"®Ty(F)di (I-55)

Encore appelée "amplitude de diffusion dans la premiére approximation de Born".

Ont écrit généralement :

m

T [e TV (@)d7 = 0(6,0) = |f(6,0)|>  (1:56)

f(6.9)= -

Oug= K-k porte le nom de vecteur d'onde de transfert. Dans le cas d'un potentiel

central et pour des collisions élastiques |E| = k'|on a:

(11-57)

Il en résulte que I'impulsion de transfert p = hg ou

g =2ksin? = > VZmEsin? (TI-58)
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